

CHUYÊN ĐỀ
GIẢI QUYẾT BÀI TOÁN QUY TẮC ĐẾM BẰNG PHƯƠNG PHÁP LẬP SƠ ĐỒ
I. CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN:
      Để giúp học sinh học tốt, và làm được bài toán đếm thì trước hết cần giúp học sinh  nắm được kiến thức cơ bản về các kiến thức tổ hợp. Cụ thể khi dạy bài “Quy tắc đếm” và bài “Hoán vị - chỉnh hợp- tổ hợp”   (SGK Đại Số và Giải Tích 11) mục tiêu là:
        - Về kiến thức: Biết quy tắc cộng, quy tắc nhân; hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp.
        - Về kỹ năng: Vận dụng được quy tắc cộng, quy tắc nhân để làm các bài toán. Tính được số các hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp chập k của n phần tử. 
[bookmark: OLE_LINK2][bookmark: OLE_LINK1]        Dựa trên mục tiêu cần đạt được giáo viên có cách dạy cho phù hợp để học sinh nắm được kiến thức vận dụng để giải các bài toán đếm. 
Sau đây tôi sẽ đề xuất cách dạy học sinh bằng cách sử dụng sơ đồ khi dạy bài “quy tắc đếm” và bài “Hoán vị - chỉnh hợp- tổ hợp”   (SGK Đại Số và Giải Tích 11). 
Trong đề tài này tôi có sử dụng một số kí hiệu khi vẽ sơ đồ như sau:
         
            Quan hệ giữa các trường hợp ngang hàng: 
            Quan hệ giữa các bước ngang hàng:
            Quan hệ giữa bao hàm:                          
     
[bookmark: OLE_LINK7][bookmark: OLE_LINK8]a. Bài “quy tắc đếm” (SGK Đại Số và Giải Tích 11):
           - Quy tắc cộng: Hướng dẫn học sinh theo cách nhìn “công việc”: Một công việc được thực hiện theo một trong hai phương án. Phương án 1 có m cách thực hiện, phương án hai có n cách thực hiện. Khi đó công việc có thể được thực hiện theo m+n cách.

Khi dạy ta có thể lập sơ đồ như sau để học sinh dễ hiểu và ghi chép dễ dàng:

Công việc
      Phương án 1: 
        có m cách
      Phương án 2: 
        có n cách
Có m+n cách

     Từ đó ta có thể mở rộng quy tắc cộng ra nhiều phương án.
    Tương tự như quy tắc cộng thì đối với quy tắc nhân, hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp ta cũng sử dụng sơ đồ như vậy trong quá trình dạy học.Các quy tắc này được sách giáo khoa trình bày khá rõ ràng. Học sinh có thể hiểu rõ hơn bằng cách sử dụng sơ đồ. Cụ thể như sau:

- Quy tắc nhân: 
  Công việc
Công đoạn 1: 
     có m cách 


Công đoạn 2: 
     có n cách 


Có m.n cách thực hiện công việc

Sau khi sử dụng sơ đồ để học sinh hiểu rõ quy tắc, giáo viên lấy ví dụ cụ thể hướng dẫn cụ thể thông qua các ví dụ.
       Ví dụ: Có bao nhiêu số tự nhiên có ba chữ số khác nhau được lập từ các chữ số 1,2,3,4,5?
  Giáo viên hướng dẫn học sinh thông qua sơ đồ từ đó học sinh rút ra cách giải, đáp số và tự trình bày lời giải của mình

Sơ đồ của bài toán như sau:
Chọn số c
Chọn số b
Chọn số a

Lập số 
Có 5 cách 
Có 4 cách
Có 3 cách 
Có 5.4.3 = 60 số có thể lập được


b.  Bài “Hoán vị - chỉnh hợp- tổ hợp” (sgk Đại Số và Giải Tích 11)
          - Hoán vị: 
Tập hợp có n phần tử
Sắp thứ tự n phần tử
Có Pn=n! cách xếp 

       - Tổ hợp: 
          Tập hợp có n phần tử
Chọn ra k trong n phần tử

Có   cách chọn 

      
  Ví dụ: Một đội thanh niên tình nguyện có 12 người. Có bao nhiêu cách phân công đi 3 tỉnh, mỗi tỉnh có 4 người.
 
    Phân tích: Chúng ta thấy để phân công đi 3 tỉnh, mỗi tỉnh có 4 người thì cần thực hiện 3 bước. Bước 1: chọn đội thứ nhất, bước 2: chọn đội thứ 2 và còn lại đội thứ 3
 Sơ đồ của bài toán như sau
Phân công công tác
Chọn 4 trong 12 người 
Chọn 4 trong 8 người còn lại 
Chọn 4 người còn lại

Có  cách

Có  cách

Có  cách

Có  = 34650 cách phân công

     - Chỉnh hợp:

Tập hợp có n phần tử
Chọn k phần tử trong n phần tử 
     


Sắp thứ tự k phần tử đã chọn 


Có  cách chọn

Có  cách xếp

Có  cách thực hiện công việc

        Ví dụ: Một lớp học có 35 học sinh. Có bao nhiêu cách chọn ra một ban cán sự lớp gồm 1 lớp trưởng, 1 lớp phó và 4 tổ trưởng cho 4 tổ? Biết rằng tất cả học sinh đều có khả năng và mỗi bạn chỉ nhận nhiều nhất một nhiệm vụ.
Sơ đồ của bài toán như sau:

35 học sinh trong lớp
Chọn ra 6 trong 35 học sinh của lớp vào ban cán sự

Sắp xếp nhiệm vụ cho 6 học sinh đã chọn

Có  cách phân công

 
    Các bài toán đếm là có cùng bản chất và cách hiểu như nhau. Chúng dễ tương tự như nhau, các em học sinh chỉ cần nắm vững được những phương pháp tư duy hệ thống thì các em hoàn toàn có thể làm được các bài toán đếm.
     Học sinh cần hiểu được bản chất thông qua những ví dụ đơn giản từ đó sẽ giúp các em làm được các bài toán trong những trường hợp khó và phức tạp hơn.
[bookmark: _GoBack]II. CÁC VÍ DỤ
    Để giải một bài toán đếm chúng ta cần phải thực hiện theo quy trình sau: “Tìm hiểu đề - Thiết kế công việc – Tính toán – Trình bày”. Trong 4 bước trên thì 3 bước đầu là ba bước không chính thức, có thể làm ra giấy nháp hoặc nếu thành thạo có thể nhẩm trong đầu. Tuy nhiên 3 bước này lại đặc biệt quan trọng vì từ đó ta có thể suy luận và trình bày lời giải một cách chính xác. Vì vậy trong đề tài này tôi sẽ trình bày cách hướng dẫn học sinh thiết kế công việc bằng sơ đồ và tính toán để từ đó học sinh có thể trình bày và có lời giải chính xác, khoa học.
a. Phương pháp đếm trực tiếp:
   Đây là hướng tư duy trong phần lớn các bài toán đếm, đặc điểm của phương pháp này là chúng ta chia nhỏ công việc cần thực hiện thành các phần nhỏ hơn để đếm.
  Ví dụ 1: Cho các số 0,1,2,3,4,5,6. Hỏi từ các chữ số trên có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên chẵn gồm 4 chữ số khác nhau. 
  Phân tích: Chúng ta thấy điều kiện chủ chốt của bài toán là “ số tự nhiên chẵn”. Như vậy thì chữ số hàng đơn vị  phải là số chẵn. Dẫn đến phải chọn d ngay từ bước đầu tiên.
    Sơ đồ của bài toán như sau:

Lập số 
d = 0
d khác 0
 3 vị trí còn lại 

có  cách 
Chọn d: 3 cách
Chọn a: 5 cách

2 vị trí còn lại có   


Có  số

                                                       Lời giải

Gọi số cần lập là 

TH1: d = 0 số cách chọn 3 chữ số còn lại là  


TH2: d 0 khi đó có 3 cách chọn d. 5 cách chọn a và số cách chọn 2 chữ số còn lại là 

    Vậy số các số cần tìm là:  số.
    Qua ví dụ trên ta thấy sau khi lập sơ đồ thiết kế, tính toán đưa ra được đáp số chính xác thì việc trình bày lời giải là không khó. Các em học sinh cần lựa chọn từ ngữ diễn đạt để trình bày lời giải.  Vì vậy ở các ví dụ sau tôi chỉ đưa ra cách phân tích, thiết kế, lập sơ đồ của bài toán, từ đó các em sẽ diễn đạt trình bày lời giải của bài toán
Ví dụ 2:  Cho các chữ số 0,1,2,3,4,5,6. Từ các chữ số đó có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 5 chữ số đôi một khác nhau và phải có mặt chữ số 1 và 2.
      Phân tích: Điều kiện chủ chốt của bài là “phải có mặt chữ số 1 và 2”. Do đó trước hết phải chọn vị trí cho chữ số 1 và 2. Tuy nhiên do chữ số hàng chục nghìn khác 0 nên việc 1 hoặc 2 rơi vào vị trí hàng chục nghìn sẽ ảnh hưởng tới bước xếp các chữ số 0,3,4,5,6 vào các vị trí còn lại.
Sơ đồ của bài toán như sau:


Lập số 





Xếp chữ số còn lại trong tập 
Hoán vị 2 chữ số trong tập



Chọn 3 chữ số còn lại

Xếp chữ số 1;2 có  cách 
Chọn a có 4 cách 

Chọn 2 chữ số còn lại



Có 2.4. +.4. =1056 số


Ví dụ 3: Có 5 nhà toán học nam, 3 nhà toán học nữ, 4 nhà vật lý nam. Lập một đoàn công tác gồm 3 người cần có cả nam và cả nữ, có nhà toán học lẫn nhà vật  lý học. Hỏi có bao nhiêu cách lập đoàn công tác?
      Phân tích:  Trước hết đoàn công tác cần có cả nam và nữ, sau lại có cả nhà toán học lẫn nhà vật lý học. Do đó số lượng nhà vật lý trong nhóm sẽ ảnh hưởng đến số cách chọn người nữ. Bởi vậy ta chia trường hợp theo số lượng nhà khoa học các ngành: 2 lý – 1 toán và 2 toán - 1 lý.

Sơ đồ của bài toán như sau:
Chọn đoàn
2 lý , 1 toán
2 toán,1 lý 
Chọn 2 nhà vật  lý 
Chọn 1 nữ toán học 
Chọn 2 nữ toán học,1 vật lý 
Chọn 1 nữ toán 1 nam toán, 1 lý


Có 3.+=90 cách 

b. PP đếm phần bù:

     Cơ sở của phương pháp đếm là thay vì đếm số phần tử của tập A trực tiếp thì ta sẽ đếm số phần tử của tập hợp . Trong phương pháp này tôi sử dụng kí hiệu  này để biểu thị phương pháp đếm phần bù. 
Ví dụ 1: Cho các số 0,1,2,3,4,5,6. Hỏi từ các chữ số trên có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên chẵn gồm 4 chữ số khác nhau?

Sơ đồ của bài toán như sau: 


Lập số 
a có thể bằng 0
    a = 0
 Chọn d có 4 cách 


3 vị trí còn lại có  cách 
Chọn d: 
3 cách

2 vị trí còn lại có   



Có 4.- 3. = 420 số

      Phân tích: Đây là ví dụ 1 của phần phương pháp đếm trực tiếp. Để sử dụng phương pháp đếm phần bù, trước hết phân tích như sau. Các bước thiết kế công việc hoàn toàn tương tự như cách giải trên. Có thể thấy rõ điều khác căn bản của hai phương pháp đếm trên là thay vì tính số cách lập bằng phương pháp nhân thì ta tính bằng phép trừ.

Ví dụ 2: Từ các chữ số 0,1,2,3,4,5,6,7,8 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên gồm 5 chữ số đôi một khác nhau và không bắt đầu bởi 123?

Sơ đồ của bài toán như sau:

Lập số 
Số có 5 chữ số
Số bắt đầu bởi 123
Chọn a: 8 cách

4 vị trí còn lại: 

2 vị trí còn lại: 


Có 8. -  = 13410 số


Ví dụ 3: Từ một tập thể 14 người gồm 6 nam và 8 nữ trong đó có A và B, người ta muốn chọn một tổ công tác gồm 6 người. Tìm số cách chọn trong mỗi trường hợp sau:
     a, Trong tổ phải có cả nam và nữ.
     b, Trong tổ có 1 tổ trưởng, 5 tổ viên hơn nữa A và B không đồng thời có mặt trong tổ.

Phân tích: 
    Với ‎ý a, để đếm trực tiếp số cách chọn tổ có cả nam và nữ thì ta phải xây dựng được một sơ đồ công việc để chọn một tổ có cả nam và nữ. chẳng hạn như: Bước1: chọn một bạn nam, bước 2: chọn một bạn nữ, bước 3: chọn 4 bạn còn lại. Cách chọn trên đảm bảo điều kiện có “cả nam và nữ” tuy nhiên lại không thể dùng để đếm được vì hai cách chọn khác nhau lại cho cùng một đội. Vì vậy để giải quyết bài toán này ta dùng phương pháp đếm phần bù của trường hợp cần đếm là các trường hợp “6 người toàn nam” và “6 người toàn nữ”.
      Với ý b, ta vẫn có thể sử dụng phương pháp đếm trực tiếp. Tuy nhiên cách sử dụng phần bù giúp tiết kiệm được tính toán.

Sơ đồ của bài toán như sau:
     Với ý a:
Chọn đội có nam và nữ

Chọn 6 nam có  cách 

Chọn bất kỳ có  cách 

Chọn 6 nữ có  cách 

Có cách


      Với ý a:
Chọn tổ công tác
Chọn 6 người không đồng thời có A và B
Chọn 1 tổ trưởng: 6 cách 

Chọn 6 người bất kỳ:  cách

Chọn 6 người có cả A và B:  cách

Có cách


c. Phương pháp lấy trước rồi xếp sau:
Dùng cho những bài toán có sự sắp xếp, cạnh nhau, có mặt….Trong những
 dạng toán này có những điều kiện mà ta phải chọn tập hợp đối tượng thoả 
mãn một vài điều kiện trước rồi mới sắp xếp để đạt được kết quả sau.
Ví dụ 1:  Có bao nhiêu số tự nhiên có 4 chữ số đôi một khác nhau và khác 0 mà trong mỗi số luôn có mặt hai chữ số chẵn và hai chữ số lẻ?
  
Phân tích: Điều kiện cuả bài toán là: “ 4chữ số” “khác nhau” “khác 0” “có mặt hai chữ số chẵn và hai chữ số lẻ”.Điều  kiện: “ 4chữ số” “khác nhau” không có gì đáng chú ý. Điều kiện “khác 0”chỉ đơn giản giúp ta không phải nghĩ đến trường hợp rắc rối khi số 0 đứng ở vị trí đầu. Điều kịên chủ chôt trong bài toán là: “có mặt hai chữ số chẵn và hai chữ số lẻ”. Do vậy ta cần chọn trước 2 chữ số chẵn và 2 chữ số lẻ rồi xếp vị trí cho các chữ số đó.
Sơ đồ của bài toán  là:

Lập số 
chọn 2 chữ số chẵn, 2 chữ số lẻ và khác 0
Hoán vị 4 chữ số đã chọn:  có 4! cách

chọn 2 chữ số chẵn khác 0: có  cách


chọn 2 chữ số lẻ: có  cách



Có ..4! = 1440 số 

   

Ví dụ 2: Có bao nhiêu số tự nhiên có 9 chữ số khác nhau mà trong mỗi số có đúng 4 chữ số lẻ và chữ số 0 đứng giữa hai chữ số lẻ ( các chữ số liền trước và liền sau của chữ số 0 đều là số lẻ)?

     Phân tích: Điều kiện chủ chôt trong bài toán là: “ có đúng 4 chữ số lẻ và chữ số 0 đứng giữa 2 chữ số lẻ”. Do vậy ta cần chọn trước 4 chữ số lẻ, rồi ưu tiên xếp vị trí cho chữ số 0, chọn 2 số lẻ xếp trước và sau chữ số 0, rồi ta xếp vị trí cho 6 số còn lại.

Sơ đồ của bài toán như sau:
Lập số có 9 chữ số

Chọn 4 chữ số lẻ có  cách
Xếp vị trí cho chữ số 0: 7 cách 
Xếp 2 chữ số lẻ đứng hai bên số 0:

Có  cách
Xếp 6 số còn lại: có 6! cách



Có .6! = 302400 cách



Ví dụ 3: Từ các chữ số 0,1,2,3,4,5,6,7 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên gồm 5 chữ số đôi một khác nhau và trong mỗi số đó có đúng 2 chữ số chẵn và 3 chữ số lẻ?

      Phân tích: Điều kiện chủ chốt trong bài toán là: “ có đúng 2 chữ số chẵn và 3 chữ số lẻ”, ở bài toán này ta dùng phương pháp lấy trước rồi xếp sau. Mặt khác các số đề bài cho có cả số 0 nên ta sử dụng kết hợp thêm phương pháp phần bù:

Sơ đồ của bài toán như sau:
Xếp vị trí cho 4 số đã chọn

Lập số 
a có thể bằng 0
     a  = 0
Chọn 2 chữ số chẵn
Chọn 3 chữ số lẻ
Xếp vị trí cho 5 số đã chọn
Chọn thêm 1 chữ số chẵn
Chọn 3 chữ số lẻ

Có  số

   Ví dụ 4: Trong kỳ thi THPT quốc gia, tại hội đồng thi X, trường THPT A có 5 
thí sinh dự thi. Hỏi có bao nhiêu cách xếp 3 thí sinh của trường THPT A được 
xếp vào một phòng thi, biết rằng hội đồng thi X có 10 phòng thi, mỗi phòng thi có nhiều hơn 5 thí sinh và việc xếp các thí sinh vào các phòng thi là hoàn toàn ngẫu nhiên?
       Phân tích: Điều kiện chủ chốt của bài toán này là “3 thí sinh của trường A được xếp vào 1 phòng thi”. Để giải quyết bài toán này thì chúng ta chọn 3 thí sinh sau đó xếp 3 thí sinh này vào 1 phòng thi. Tiếp theo chúng ta sẽ xếp 2 thí sinh còn lại vào các phòng thi khác với phòng thi xếp 3 thí sinh trước.
Sơ đồ của bài toán như sau:
 Xếp học sinh

Chọn 3 thí sinh xếp vào 1 phòng: cách 
Xếp 3 thí sinh trên vào 1 phòng có 10 cách 
Xếp phòng thi cho 2 thí sinh còn : có 9.9 cách
Vậy số cách xếp là: 

.9.9.10 = 8100 cách

d. Phương pháp tạo vách ngăn:
[bookmark: OLE_LINK6]  Bước 1:  Sắp xếp m đối tượng vào m vị trí trên đường thẳng coi chúng là các vách ngăn thì sẽ tạo được m+ 1 vách ngăn. Hoặc sắp xếp m đối tượng vào m vị trí trên đường tròn, coi chúng là các vách ngăn thì sẽ tạo được m vách ngăn.
[bookmark: OLE_LINK5]  Bước 2: Sắp xếp đối tượng khác theo yêu cầu của bài toán từ m+ 1 (hoặc m) vách ngăn.
   Ví dụ : Cho một nhóm học sinh gồm 7 bạn nam và 12 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp các học sinh này trên một bàn dài sao cho không có 2 bạn nam nào ngồi cạnh nhau?
     Phân tích: Điều kiện chủ chốt của bài toán là “ 2 nam không cạnh nhau”. Chúng ta thấy rằng không có 2 bạn nam nào ngồi cạnh nhau khi và chỉ khi giữa 2 bạn nam bất kỳ luôn có ít nhất một bạn nữ, hay nói cách khác, trong một khoảng giữa 2 bạn nữ liên tiếp không có nhiều hơn một bạn nam. Từ đó ta giải quyết bài toán này bằng cách đảm bảo rằng mỗi khoảng cách bất kì giữa 2 bạn nữ luôn có nhiều nhất 1 bạn nam.
Sơ đồ của bài toán như sau:
Xếp học sinh
Xếp 12 bạn nữ vào bạn: 12!cách

Xếp 7 bạn nam vào 13 khoảng 1 cách thứ tự: 

Có 12!.  cách
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