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Bài 1 (4,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi  và . Chứng minh rằng .

Bài 2 (4,0 điểm). Xác định tất cả các đa thức  hệ số thực thỏa mãn




với mọi  và 















Bài 3 (4,0 điểm). Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  và các đường cao , ,  đồng quy tại .  cắt  tại . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt  tại  khác . Gọi  là trung điểm . 
a) 







Vẽ đường kính  của đường tròn , gọi  là hình chiếu của  trên . Chứng minh  và  đồng quy tại một điểm .
b) 












Gọi  là trung điểm ,  đối xứng với  qua .  là hình chiếu của  trên . Trên  lấy  sao cho . Chứng minh trung trực của  chia đôi .






Bài 4 (4,0 điểm). Cho  là một số nguyên dương và đặt . Kí hiệu  là tổng các ước nguyên dương của . Chứng minh rằng  có một ước nguyên tố lớn hơn .


Bài 5 (4,0 điểm). Xét một giác đều cùng với tâm của nó. Hai người chơi trò chơi như sau: họ lần lượt chọn một đỉnh của đa giác rồi nối với một trong hai đỉnh kề hoặc nối với tâm của hình đa giác đó bởi một đoạn thẳng. Người thắng cuộc là người chơi mà sau lượt chơi của anh ta thì ở bất kỳ đỉnh nào của đa giác đều có thể di chuyển đến mọi đỉnh còn lại bằng các đoạn thẳng đã nối ở trên. Với mỗi , hãy xác định xem ai là người có chiến lược thắng cuộc.
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	Bài
	Hướng dẫn
	Điểm

	1.
(4,0 điểm)
	



Cho dãy số  xác định bởi  và . Chứng minh rằng .

	
	

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có  (do ).
Ta có:


 .

Quy nạp được .
	1,0

	
	
Lại có: 

.
	1,0

	
	

Ta lại có  (do ).

Suy ra .


 (vì ).

.
	1,0

	
	
Mà .


Do đó  hay .
	1,0

	2.
(4,0 điểm)
	
Xác định tất cả các đa thức  hệ số thực thỏa mãn




với mọi  và 

	
	


Thay  vào (*) ta có: , .




Mà  , nên , . Suy ra  chẵn.


Khi . Thay vào (*), ta có c = 0. Do đó  là một nghiệm của bài toán.
	1,0

	
	
Khi , với n chẵn, đặt 


,	

Thay  vào (*) ta có


	1,0

	
	
Nhân hai vế với  ta được




Bây giờ cả hai vế là các đa thức theo biến  và 
	1,0

	
	

Bây giờ cả hai vế là các đa thức theo biến  và 




Nếu  thì .So sánh hệ số của  hai vế, ta được (vô lý)



 Do đó . Đặt . Thay vào (*) ta có 

Do đó .

Vậy là hệ số thực bất kỳ) là tất cả đa thức cần tìm.
	1,0

	3.
(3,0 điểm)
	














Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  và các đường cao , ,  đồng quy tại .  cắt  tại . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt  tại  khác . Gọi  là trung điểm .
a) 







Vẽ đường kính  của đường tròn , gọi  là hình chiếu của  trên . Chứng minh  và  đồng quy tại một điểm .
b) 












Gọi  là trung điểm ,  đối xứng với  qua .  là hình chiếu của  trên . Trên  lấy  sao cho . Chứng minh trung trực của  chia đôi .

	
	[image: ]

	
	







a) Vẽ đường kính  của đường tròn , gọi  là hình chiếu của  trên . Chứng minh  và  đồng quy tại một điểm . 
	

	
	















Gọi  là giao điểm thứ hai của  và . Khi đó  thuộc đường tròn . Suy ra  là các trục đẳng phương của các cặp đường tròn  và ,  và ,  và . Do đó  đồng quy tại . Đồng thời, theo kết quả quen thuộc thì  là trung điểm .
	0,5

	
	




Dễ thấy  nên  thuộc đường tròn đường kính  nên . Điều này kéo theo  thẳng hàng.
	0,5

	
	


Trong tam giác , các đường cao  đồng quy tại một điểm .
	0,5

	
	




Suy ra . Do đó nếu gọi  và  thì , dẫn đến , ta có điều phải chứng minh.
	0,5

	
	












b) Gọi  là trung điểm ,  đối xứng với  qua .  là hình chiếu của  trên . Trên  lấy  sao cho . Chứng minh trung trực của  chia đôi 
	

	
	




Ta thấy  nằm trên đường tròn đường kính . Theo kết quả quen thuộc thì  là đối trung của tam giác , do dó .
	0,5

	
	





Suy ra  là hình thang cân, kéo theo  đối xứng qua trung trực của  là , đồng thời  cũng đối xứng qua .
	0,5

	
	







Do  và  cùng vuông góc , đồng thời  đối xứng qua  nên đối xứng  qua .
	0,5

	
	







Điều này dẫn đến, giao điểm của  và  đối xứng với giao điểm của  và , tức  đối xứng với  qua . Suy ra . Từ đó ta có điều phải chứng minh.
	0,5

	4.
(4,0 điểm)
	





Cho  là một số nguyên dương và đặt . Kí hiệu  là tổng các ước nguyên dương của . Chứng minh rằng  có một ước nguyên tố lớn hơn .

	
	Ta có


	
1,0

	
	

Do đó , với  lẻ. Suy ra




Mà  nên .
	1,0

	
	










Gọi  là một ước nguyên tố lẻ của . Khi đó . Do đó nếu đặt  thì , dẫn đến  với . Nếu  thì , do đó . Dẫn đến , mâu thuẫn.
	1,0

	
	



Do đó . Mặt khác theo định lí Fermat nhỏ thì  thế nên . Suy ra . Từ đó ta có điều phải chứng minh.
	1,0

	5.
(3,0 điểm)
	

Xét một giác đều cùng với tâm của nó. Hai người chơi trò chơi như sau: họ lần lượt chọn một đỉnh của đa giác rồi nối với một trong hai đỉnh kề hoặc nối với tâm của hình đa giác đó bởi một đoạn thẳng. Người thắng cuộc là người chơi mà sau lượt chơi của anh ta thì ở bất kỳ đỉnh nào của đa giác đều có thể di chuyển đến mọi đỉnh còn lại bằng các đoạn thẳng đã nối ở trên. Với mỗi , hãy xác định xem ai là người có chiến lược thắng cuộc.

	
	
Xét  chẵn.
TH1. Người thứ nhất nối đỉnh với tâm.
Người thứ hai nối tâm với đỉnh khác. Như vậy, sau khi người thứ hai thực hiện luôn có số lẻ đỉnh được kết nối. Do đó, người thứ nhất không thể nối hai điểm cuối cùng. Khi đó, người thứ hai chiến thắng.
TH2. Người thứ nhất nối hai đỉnh.
Người thứ hai nối một đoạn thẳng đối xứng với đoạn thẳng người thứ nhất vẽ qua tâm. Sau mỗi bước như vậy có số điểm được nối lại là số lẻ. Người thứ hai tiếp tục thực hiện các bước như thế đến khi người thứ nhất không thể di chuyển được nữa.







Giả sử có một lúc nào đó người thứ nhất có thể chiến thắng nếu người thứ hai đi trước. Gọi  là đoạn cuối cùng được nối bởi người thứ nhất ở bước thứ  và  là đoạn đối xứng với nó,  là đoạn mà người thứ nhất chiến thắng nếu người thứ hai vẽ . Chú ý là nếu  là đoạn đi qua tâm, khi đó tương tự trường hợp .









Xét những điểm còn lại trước khi thực hiện bước . Đoạn  nối  điểm khác nhau  và , đoạn  nối hai điểm đối xứng tương ứng khác là  và . Xét  là tâm đường tròn.








Giả sử  là một trong hai điểm  hoặc , và nó cũng là . Điều này có nghĩa là  là đối xứng tâm và chứa tâm của đường tròn. Bởi vậy, sau khi thực hiện bước  số điểm là lẻ giống như bước . Do đó, bước  có thể không chiến thắng.








Giả sử  không thuộc  và . Khi đó có ít nhất một điểm , trong đó có tâm đường tròn. Để thực hiện bước  chiến thằng, phải nối  với một điểm đẵ có từ bước  và .







Sau khi thực hiện các bước  và , các điểm nối lại không bao gồm tâm, ,  và bước  không làm giảm số điểm. Vậy người thứ hai có thể chiến thằng bằng việc thực hiện bước  bao gồm .
	1,0

	
	

Xét lẻ. Ta chứng minh rằng người thứ nhất có thể chiến thắng nếu nối các đỉnh tùy ý với tâm đường tròn ở bước đầu tiên. Với  điều này hiển nhiên.









Giả sử, với  từ  đến  thì điều trên đúng. Xét , đánh số các đỉnh của đa giác theo chiều kim đồng hồ: , , \ldots, . Người thứ nhất nối  với tâm  của đường tròn ở bước đầu tiên của mình. Xét người thứ hai đi đầu tiên:
· 















 Nối  đỉnh khác . Giả sử rằng người thứ hai nối  với  khi . Người thứ nhất nối  với , khi đó trò chơi trở thành trường hợp . Nghĩa là, các đỉnh , , , trong đó có một đỉnh được nối từ  qua , từ  qua , từ tâm qua , ngoài ra có hai đường phụ nối từ tâm của đường tròn không đóng bất cứ vai trò nào. Người thứ nhất sẽ tạo ra hai đường đó nếu người thứ hai cũng làm vậy.
· 









Nối  với đỉnh liền kề. Giả sử rằng người thứ hai nối  với . Người thứ nhất nối  với , trò chơi trở về trường hợp . Nghĩa là, các đỉnh , ,  có một đỉnh (nối từ  ở bước thứ nhất của người thứ nhất) tương tự trường hợp trên.
· 













Nối  với đỉnh liền kề của . Giả sử người thứ hai nối  với . Người thứ nhất nối  với , trò chơi trở về trường hợp . Nghĩa là, các đỉnh , , , một trong các đỉnh đó tương tự trường hợp trước. Điều khác biệt duy nhất ở đây bao gồm hai điểm phụ nối tới , điểm  và  có hai đường phụ nối tới .
· 












Nối  với các đỉnh không liền kề với . Không mất tính tổng quát, giả sử người thứ hai nối  với . Người thứ nhất nối  với , sau đó trò chơi trở về trường hợp . Nghĩa là, xét các đỉnh ở giữa  và , có một đỉnh nối với  ở lần di chuyển đầu tiên của người chơi đầu tiên. Nếu người chơi thứ hai vẽ một đoạn thẳng nằm trong một trong các miền sau  và , người chơi thứ nhất sẽ vẽ một đoạn thẳng đối xứng với . Có một số chẵn bước phụ không đóng bất cứ vai trò gì, do đó trò chơi giảm tính chính xác với số lượng ít hơn.

Trong mỗi trường hợp, trò chơi được giảm xuống tương đương với số ít và số lẻ đỉnh. Vậy người thứ nhất có chiến lược chiến thắng với mọi số lẻ .
	1,0



---------HẾT--------
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Câu 1(4 điểm). Cho hai dãy số  xác định bởi  và  



a) Chứng minh rằng  không bị chặn trên.


b) Đặt  Tìm 

Câu 2 (4 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thoả mãn

.













Câu 3 (4 điểm). Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn . Gọi  là các đường cao ( lần lượt thuộc các cạnh );  là trực tâm của tam giác ;  lần lượt là trung điểm các cạnh . Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác  và  là tâm của đường tròn . 


a) Chứng minh rằng các  điểm  thuộc đường tròn .


b) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng và  là một hằng số.


Câu 4 (4 điểm). Cho  và  là các số nguyên dương, . Chứng minh rằng mọi ước nguyên tố của  đều có dạng  với k là số nguyên dương.



Câu 5 (4 điểm). Với  là số nguyên dương, xét bảng ô vuông kích thước  được chia thành các ô vuông. Một cách tô các ô vuông màu đen được gọi là “đẹp” nếu số lượng ô đen mỗi hàng và mỗi cột bất kì luôn là số chẵn; đồng thời, số các ô màu đen trên đường chéo có độ dài lớn hơn  bất kì là số lẻ (đường chéo ở đây là dãy các ô liên tiếp nằm trên đường thẳng song song với một trong hai đường chéo của bảng ô vuông ban đầu; độ dài đường chéo là số lượng ô nằm trên đó).

a) Chứng minh rằng tồn tại một cách tô “đẹp”  khi .

b) Chứng minh rằng không tồn tại cách tô “đẹp” với mọi  là số chẵn.

---------------HẾT--------------

Giám thị coi thi không giải thích gì thêm.

Giám thị 1 :………………………………     Giám thị 2 : ………………………………


HƯỚNG DẪN CHẤM
	Câu
	Hướng dẫn chấm

	Câu 1
4 điểm
	

 Cho hai dãy số  xác định bởi  và  



a) Chứng minh rằng  không bị chặn trên.


b) Đặt  Tìm 

	
	
a) Từ hệ thức truy hồi suy ra 



Suy ra  với mọi  nên  là dãy tăng.




Giả sử  bị chặn trên, khi đó tồn tại  Khi đó  vô lý. Do đó điều giả sử là sai, hay  không bị chặn trên.

b) Đặt 

Khi đó 



Bằng quy nạp, ta có 


Suy ra  


Do đó  tăng và 

Ta có 

Suy ra 



Từ  và  ta suy ra 

	Câu 2
4 điểm
	
Tìm tất cả các hàm số  thoả mãn

.

	
	
Giả sử tồn tại hàm số  thoả mãn yêu cầu bài toán.


Trong  ta thay , ta được



Vậy  là toàn ánh.


Giả sử tồn tại  sao cho .



Trong  lần lượt thay  và , ta được






Từ  và , suy ra . Vậy  là đơn ánh

Do đó  là song ánh.

Tiếp theo, ta chứng minh 




Trong  ta thay  bởi  và , ta được




 (Vì  là song ánh)









Trong , cho  ta được . Từ đây suy ra nếu  thì  là hàm hằng, mâu thuẫn với  đơn ánh, do đó .



Trong , cho , ta được .




Trong , cho  ta được  vì  là song ánh.


Từ  suy ra .

Cuối cùng, ta chứng minh  là hàm cộng tính.




Trong  thay  bởi  và  ta được






Trong  thay  bởi  và  ta được





Từ  cho  ta thu được .

Ta có 




Trong  ta thay  và  (), ta được



Như vậy, .


Vì  nên ta có .



Từ , kết hợp với  là song ánh và là hàm nhân tính nên .
Thử lại thấy thoả mãn.

	Câu 3
4 điểm
	












Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn . Gọi  là các đường cao ( lần lượt thuộc các cạnh );  là trực tâm của tam giác ;  lần lượt là trung điểm các cạnh . Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác  và  là tâm của đường tròn . 


a) Chứng minh rằng các  điểm  thuộc đường tròn .


b) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng và  là một hằng số.


	
	

a) Gọi  là trọng tâm tam giác . 





+ Xét phép vị tự  biến A thành M, B thành N, C thành P; do đó  biến tam giác  thành tam giác  và do đó biến (O) thành .







+ Ta có   (vì A đối xứng với D qua đường thẳng PN ), mà  (vì  biến tam giác  thành tam giác) nên  hay  thuộc đường tròn .

+ Chứng minh tương tự ta có E, F cũng thuộc đường tròn  (Điều phải chứng minh)






b) Ta có  (vì , tương tự  nên O  là trực tâm tam giác , suy ra  biến H thành O hay ta có  (1).



Theo chứng minh câu 1) ta có, phép vị tự  biến (O) thành  nên biến O thành S, do đó  (2)


Từ (1) và (2) suy ra  hay  (hằng số) (Điều phải chứng minh).

	Câu 4
4 điểm
	


Cho  và  là các số nguyên dương, . Chứng minh rằng mọi ước nguyên tố của  đều có dạng  với k là số nguyên dương.

	
	
Gọi p là một ước nguyên tố của , có (1).
+ Từ  là số lẻ nên p lẻ.



+  là số chẵn  chia 3 dư 0 hoặc 1 


     không chia hết cho 3  p khác 3.



+ Ta có  nên từ (1) suy ra , suy ra , suy ra  hay .
+ Gọi h là cấp của a theo mod p. 
Khi đó , suy ra h có dạng  ()
Xảy ra các trường hợp:

- Nếu  thì , suy ra .






Theo trên nên suy ra , mâu thuẫn với p lẻ.

- Nếu  và  thì , suy ra 
Kết hợp với (1) suy ra , suy ra 8 (mod p). Theo trên có  nên suy ra , mâu thuẫn.
- Nếu  thì .
Do 



 nên , áp dụng định lý Fermat ta có , suy ra . Vậy tồn tại k nguyên dương mà  hay , có điều cần chứng minh.

	Câu 5
4 điểm
	


Với  là số nguyên dương, xét bảng ô vuông kích thước  được chia thành các ô vuông. Một cách tô các ô vuông màu đen được gọi là “đẹp” nếu số lượng ô đen mỗi hàng và mỗi cột bất kì luôn là số chẵn; đồng thời, số các ô màu đen trên đường chéo có độ dài lớn hơn  bất kì là số lẻ (đường chéo ở đây là dãy các ô liên tiếp nằm trên đường thẳng song song với một trong hai đường chéo của bảng ô vuông ban đầu; độ dài đường chéo là số lượng ô nằm trên đó).

a) Chứng minh rằng tồn tại một cách tô “đẹp”  khi .

b) Chứng minh rằng không tồn tại cách tô “đẹp” với mọi  là số chẵn.

	
	a) Ta xét cách tô màu cho bảng ô vuông kích thước lẻ tùy ý. Tô màu đen tất cả các ô ở hàng trên cùng và tất cả các ô ở dàng dưới trừ cột ngoài cùng bên trái như sau. Khi đó, 
· 



Ở hàng  và hàng , số ô được tô là  chẵn; các hàng còn lại có số ô được tô là  
· 

Ở cột 1, số ô được tô là  các cột còn lại có số ô được tô là  
· 
Trên mỗi đường chéo có độ dài lớn hơn 1, số ô được tô là  
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



Như vậy, cách tô trên là đẹp và khi đó với  cũng thỏa mãn.




b) Giả sử phản chứng rằng tồn tại cách tô màu đẹp cho bảng  khi  chẵn. Ta đánh dấu các ô theo thứ tự bởi các số  như hình minh họa bên dưới với  




Kí hiệu  lần lượt là số ô được đánh dấu nằm trong các ô đánh số  
Ta có các nhận xét sau:
· 


 phải là số lẻ vì các ô được đánh dấu trên đường chéo là số lẻ và các ô được đánh dấu bởi số  và  sẽ phủ lên lẻ đường chéo.
· 
 là số chẵn vì số các ô được đánh ở các cột bất kì đều là số chẵn. 
· 
Tương tự,  cũng phải là chẵn.


Từ đó suy ra  cũng là số chẵn, mâu thuẫn. Vậy nên điều giả sử là sai và không tồn tại cách đánh số đẹp trong trường hợp  chẵn.





	
ĐỀ ĐỀ XUẤT

Đề thi gồm 01 trang 
	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
LẦN THỨ IX, NĂM 2023

ĐỀ THI MÔN: TOÁN HỌC - LỚP 11
Thời gian: 180 phút (Không kể thời gian giao đề)
Ngày thi: 





Bài 1 (4,0 điểm). Cho dãy số thực  xác định bởi 


Đặt Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.




Bài 2 (4.0 điểm). Cho  là hai đa thức với hệ số thực, có ít nhất một nghiệm thực và . Chứng minh rằng  (với ).






















Bài 3 (4,0 điểm). Cho tam giác  nhọn, không cân, , nội tiếp đường tròn . Gọi  là đường tròn bất kì đi qua hai điểm  và cắt các cạnh  lần lượt tại . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai . Tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt đường thẳng  tại . Gọi  là giao điểm của hai đường thẳng ; đường thẳng  cắt đường tròn  tại hai điểm phân biệt  ( nằm giữa  và ).
a) 


Chứng minh rằng hai đường tròn  và  tiếp xúc với nhau tại điểm .
b) 





Đường tròn   cắt  hai đường thẳng  lần lượt tại hai điểm  khác Chứng minh rằng hai đường tròn  và  tiếp xúc với nhau.
Bài 4 (4,0 điểm).
a) 


Chứng minh rằng với mỗi số nguyên , tồn tại cặp số nguyên dương lẻ  thoả mãn .
b) 





Cho , trong đó kí hiệu  là phần nguyên của số thực . Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương  sao cho  và .
Bài 5 (4,0 điểm). Sắp xếp 9 học sinh đứng cách đều nhau trên một vòng tròn tại vị trí 9 đỉnh của một đa giác đều. Chứng minh rằng tồn tại hai tam giác (có đỉnh là đỉnh đa giác đều) bằng nhau (các đỉnh của hai tam giác có thể trùng nhau nhưng hai tam giác là phân biệt) mà tất cả học sinh đứng ở các đỉnh của hai tam giác đó là cùng giới.
(Giả thiết rằng 9 học sinh này chỉ thuộc một trong 2 giới là nam hoặc nữ)
-------------- HẾT --------------
(Thí sinh không được sử dụng tài liệu. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.)
Họ và tên thí sinh: …………………………………………………. Số báo danh: 

HƯỚNG DẪN CHẤM CHẤM MÔN: TOÁN - LỚP 11

	Bài 
	Nội dung trình bày
	Điểm

	Bài 1
	
Cho dãy số thực  xác định bởi




Đặt Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	4,0

	
	
Chứng minh bằng quy nạp, ta được 
	1,0

	
	
Ta có 




Với mọi , ta thấy   nên dãy  là dãy giảm, lại bị chặn dưới bởi  nên có giới hạn hữu hạn.
	1,0

	
	

Giả sử , với 

Từ giả thiết  

suy ra 
	1,0

	
	

Vậy , chuyển qua giới hạn ta được: 


Do  nên 

Suy ra  
	1,0

	Bài 2
	



Cho  là hai đa thức với hệ số thực, có ít nhất một nghiệm thực và . Chứng minh rằng . Với .
	4,0

	
	



Gọi  lần lượt là nghiệm thực của . Ta có  với .

Xét 
	1,0

	
	




Từ  và  nên , do đó tồn tại một số thực  sao cho .

Thay  vào phương trình ban đầu, ta có




	1,0

	
	

Đặt , ta có 

Khi đó, ta có 
	1,0

	
	

Quá trình lặp lại như vậy, ta được dãy số thực  tăng thực sao cho .


Từ đó suy ra  hay .
	

	Bài 3
	





















Cho tam giác  nhọn, không cân, , nội tiếp đường tròn . Gọi  là đường tròn bất kì đi qua hai điểm  và cắt các cạnh  lần lượt tại . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai . Tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt đường thẳng  tại . Gọi  là giao điểm của hai đường thẳng ; đường thẳng  cắt đường tròn  tại hai điểm phân biệt  ( nằm giữa  và ).
	4,0

	3a
	


Chứng minh rằng hai đường tròn  và  tiếp xúc với nhau tại điểm 
	2,0

	
	[image: ]
	

	
	



Gọi  là giao điểm thứ hai khác  của hai đường tròn  và .



Ta có  (do ). Suy ra tứ giác  nội tiếp

Tương tự, ta có tứ giác  nội tiếp




Từ đó suy ra 3 trục đẳng phương của 3 cặp đường tròn  đồng quy hay  đồng quy tại , suy ra .
	0,5

	
	
Ta có 




Xét phép nghịch đảo :  nên : 






Tia  cắt  tại , suy ra :  (do )


Suy ra  nên 
	0,5

	
	




Ta có  (do  là tiếp tuyến của ), suy ra hai đường tròn  tiếp xúc nhau tại .
	0,5

	
	





Ta có : . Mà hai đường tròn  tiếp xúc nhau tại  nên suy ra hai đường tròn  tiếp xúc nhau tại .
	0,5

	3b
	





Đường tròn   cắt  hai đường thẳng  lần lượt tại hai điểm  khác Chứng minh rằng hai đường tròn  và  tiếp xúc với nhau.
	2,0

	
	[image: ]
	

	
	


Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên 



Khi đó 3 trục đẳng phương của 3 cặp đường tròn  đồng quy tại một điểm, suy ra  đồng quy tại .





Áp dụng ĐL Brocard cho tứ giác toàn phần  thì  là trực tâm tam giác , suy ra  (do )


Ta có  nên .
	0,5

	
	




Gọi  là giao điểm thứ hai của  với , suy ra  là đường kính của 


Do  nên suy ra tứ giác  nội tiếp




Gọi  là tâm đường tròn ,  là tâm đường tròn .









Do  (do tứ giác  nội tiếp) nên  là tiếp tuyến của  tại , do  nên  cũng là tiếp tuyến của  tại .
	0,5

	
	




Do  là hai tiếp tuyến của  nên  trực giao và do đó  là hai tiếp tuyến của .





Ta có  đồng quy tại  và  nên  nằm trên trục đẳng phương của .





Lại có  nên  nằm trên trục đẳng phương của . Vậy  là trục đẳng phương của 











Do  và  đối song đối với góc  của tam giác  nên , do đó tồn tại một phép vị tự tâm  biến  thành , suy ra  tiếp xúc với  tại .
	0,5

	
	



Áp dụng định lý về tâm đẳng phương của ba đường tròn  suy ra  đồng quy, suy ra  đi qua 




Ta có  suy ra  là tiếp tuyến của  và 



Suy ra hai đường tròn  và  tiếp xúc nhau tại .
	0,5

	Bài 4
	


a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên , tồn tại cặp số nguyên dương lẻ  thoả mãn .






b) Cho , trong đó kí hiệu  là phần nguyên của số thực . Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương  sao cho  và .
	4,0

	4a
	
	1,5

	
	


Quy nạp, giả sử tại bước thứ  tồn tại cặp số nguyên dương lẻ  thoả mãn 

Tại bước thứ  , ta có  


	0,5

	
	

Do  lẻ nên không cùng tính chẵn lẻ. 
	0,5

	
	

Nếu  lẻ, ta chọn 
	0,5

	
	

Nếu  lẻ, ta chọn 
	0,5

	4b
	
	2,5

	
	
Xét phương trình nghiệm nguyên: 


   

Phương trình Pell tương ứng (*) là  (**)
Phương trình Pell (**) có nghiệm cơ bản là (1;1) và 2 không là số chính phương nên (**) có vô số nghiệm nguyên dương. 

Suy ra phương trình (*) có vô số nghiệm nguyên dương .
	0,5

	
	


Gọi  là tập các số nguyên dương  thoả mãn 



Khi đó  và  với mọi 



Nhận thấy dãy  tăng nghiêm ngặt nên  với mọi 


Xét  bất kì, ta chứng minh  thoả mãn đề bài 

Ta có 	
	0,5

	
	


Giả sử phản chứng . Khi đó 


Vô lý, do  với mọi 

Do đó 
	0,5

	
	
Giả sử phản chứng 






Suy ra  (vô lý, do , với mọi )


Do đó . Vậy với mọi  đều thoả mãn đề bài 
	0,5

	Bài 5
	Sắp xếp 9 học sinh đứng cách đều nhau trên một vòng tròn tại vị trí 9 đỉnh của một đa giác đều. Chứng minh rằng tồn tại hai tam giác (có đỉnh là đỉnh đa giác đều) bằng nhau (các đỉnh của hai tam giác có thể trùng nhau nhưng hai tam giác là phân biệt) mà tất cả học sinh đứng ở các đỉnh của hai tam giác đó là cùng giới.
(Giả thiết rằng 9 học sinh này chỉ thuộc một trong 2 giới là nam hoặc nữ)
	4,0

	
	Gọi 9 học sinh là H1, H2, ..., H9 đứng tại chín đỉnh của đa giác đều chín cạnh. 
Vì có 9 học sinh đứng tại 9 đỉnh nên có ít nhất 5 đỉnh có học sinh cùng giới (hoặc là Nam hoặc là Nữ). Để cho tiện, ta giả sử 5 đỉnh này có 5 học sinh Nam đứng (tương tự nếu là 5 học sinh Nữ).

Gọi một tam giác có 3 đỉnh mà 3 học sinh Nam đứng là tam giác Nam, như vậy có ít nhất  tam giác Nam.
	1,0

	
	Bây giờ ta sẽ chứng minh có hai tam giác Nam bằng nhau:


Chín đỉnh của đa giác chia đường tròn ngoại tiếp nó thành 9 cung bằng nhau   và cung ta gọi mỗi cung này là một “mảnh”. 







Không mất tính tổng quát, gọi  là tam giác có . Hơn nữa sốlà số mảnh của cung  không chứa điểm (); tương tự ta định nghĩa như thế cho số .
	1,0

	
	

Tương ứng với mỗi tam giác  với một bộ ba . Ta nhận thấy rằng:




 và . Chẳng hạn với tam giác với 3 đỉnh  ta gọi là tam giác  tương ứng với một bộ ba (2;3;4) theo thứ tự đó. 


Như vậy, các tam giác bằng nhau ứng với cùng một bộ ba số như định nghĩa, trong khi các tam giác không bằng nhau ứng với các bộ ba khác nhau. Từ đó, ta xây dựng một song ánh giữa các lớp tam giác bằng nhau với tập hợp các bộ ba số nguyên dương có thứ tự  với .
	1,0

	
	
Có tất thảy bẩy bộ ba số thỏa mãn là: và (3,3,3). Tức là có 7 lớp tam giác bằng nhau. Vì có ít nhất 10 tam giác Nam (Ba đỉnh tam giác là ba học sinh nam) nên có một lớp có ít nhất hai tam giác Nam; Do đó có ít nhất sáu học sinh cùng giới, đứng tại sáu đỉnh của hai tam giác bằng nhau.
	1,0


LƯU Ý CHUNG
- Hướng dẫn chấm chỉ trình bày một cách giải với những ý cơ bản phải có. Khi chấm bài học sinh làm theo cách khác nếu đúng và đủ ý thì vẫn cho điểm tối đa.
- Điểm toàn bài tính đến 0,5 và không làm tròn.
- Với bài hình học nếu thí sinh không vẽ hình phần nào thì không chấm điểm cho phần đó.


	TRƯỜNG THPT CHUYÊN
BẮC GIANG
 (
ĐỀ 
ĐỀ XUẤT
)
	ĐỀ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI
CỤM DUYÊN HẢI ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ NĂM 2023
MÔN THI: TOÁN - LỚP 11
Thời gian làm bài: 180 phút




Câu 1. (4 điểm) Cho số thực  và .



a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương , phương trình  luôn có đúng một nghiệm dương duy nhất .


b) Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tính .















Câu 2. (4 điểm) Cho tam giác  nhọn, trực tâm , nội tiếp đường tròn . Trên cung nhỏ  của đường tròn  lần lượt lấy các điểm  sao cho . Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho . Đường thẳng  cắt lại  tại  khác . Chứng minh rằng .

Câu 3. (4 điểm)  Tìm tất cả các hàm số liên tục  thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:

.


Câu 4. (4 điểm) Tìm tất cả các số k  nguyên dương sao cho tồn tại 2023 số nguyên dương phân biệt thỏa mãn tổng của 2023 số này chia hết cho tổng của k số phân biệt bất kỳ trong 2023 số đó.


Câu 5. (4 điểm) Cho  là tập hợp gồm 2023 số nguyên dương và chọn ra n tập con của  sao cho tổng các phần tử trong n tập con đó đôi một nguyên tố cùng nhau. Tìm giá trị lớn nhất có thể của n.

___________ HẾT ___________

Giám thị coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh: ..............................................Số báo danh: ..................................



HƯỚNG DẪN CHẤM
	Câu
	Nôi dung
	Điểm

	Câu 1
	

Cho số thực  và .



a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương , phương trình  luôn có đúng một nghiệm dương duy nhất .


b) Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tính .
	4 điểm

	1.a (1.5 điểm)
	
Ta có 


+ Với  thì  nên phương trình vô nghiệm.
	0.5 điểm

	
	






+Với , ta có:  nên hàm số  tăng ngặt trên  mà  do đó phương trình  luôn có đúng một nghiệm dương duy nhất .
	1 điểm

	1.b (2.5 điểm)
	





Ta sẽ chứng minh dãy  tăng. Thật vậy, xét . Vì  và  tăng trên khoảng  nên để chứng minh dãy  tăng ngặt, ta sẽ chứng minh

.
	1 điểm

	
	



Giả sử . Vì  tăng trên khoảng  nên, với  thì

 (*).



Đây là điều vô lí. Do đó dãy  tăng ngặt mà dãy  bị chặn trên bởi 1 nên nó có giới hạn hữu hạn. Ta đặt: .
	

	
	
Khi đó: 




với 


Theo định lý Lagrange thì tồn tại  sao cho: 


Mà  nên từ đây suy ra .
	1 điểm

	
	


Do đó ta có:  mà  do đó theo nguyên lí giới hạn kẹp ta có .

	0,5 điểm

	Câu 2
	














Cho tam giác  nhọn, trực tâm , nội tiếp đường tròn . Trên cung nhỏ  của đường tròn  lần lượt lấy các điểm  sao cho . Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho . Đường thẳng  cắt lại  tại  khác . Chứng minh rằng .
	4 điểm

	
	
Gọi giao điểm của CO và (O) là T, ta cần chứng minh T, V, G thẳng hàng.
Hay GA/GB = (TB/TA)(VB/VA).



Ta có GOA = OAK = PAL = x; 






GOB = AOB - GOA = QCP - PCL = QCL = y




Ta có GA/GB = simAOG/sinBOG = sinPAL/sinQCL = LP/LQ
Lại có LP/LQ = (LP/LH).(LH/LQ) = (AV/AH)(BH/BV) 
                       = (AV/BV)(BH/AH) 
Do TAHB là hình bình hành nên (BH/AH) = (TA/TB)

 đpcm

	











2 điểm 








2 điểm

	Câu 3
	
Tìm tất cả các hàm số liên tục  thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:

.


	4 điểm

	
	
Giả sử  là một hàm số thỏa mãn đề bài.



Trong  lấy  ta được  

Trong (1) lấy  và sử dụng (2) ta được 

 

 

Giả sử  Khi đó

 

 

Theo nguyên lí quy nạp suy ra  

Vậy  
	1 điểm

	
	


Với  và  theo  ta có

 

Suy ra  

Vậy     (6)





Với mọi số thực dương  khi đó tồn tại dãy số hữu tỉ dương  sao cho  Vì  liên tục nên  

Vậy  

	1,5 điểm

	
	


Trong (2) lấy  ta được   Do đó trong (1), xét từ (1) và (7) ta được 



Suy ra  


Kết hợp với (7) và  suy ra  

Thử lại đúng. Vậy   là hàm số cần tìm.
	1,5 điểm

	Câu 4
	Tìm tất cả các số k  nguyên dương sao cho tồn tại 2023 số nguyên dương phân biệt thỏa mãn tổng của 2023 số này chia hết cho tổng của k số phân biệt bất kỳ trong 2023 số đó.
	4 điểm

	
	
Ta thấy ngay rằng .

* Với  thì rõ ràng thỏa mãn đề bài.








* Với : Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo  rằng luôn tồn tại n số nguyên dương phân biệt mà tổng của chúng chia hết cho bất kỳ số nào trong n số. Thật vậy, với  thì ba số 1,2,3 thỏa mãn. Giả sử mệnh đề đúng với n, tức là đã có các số  thỏa mãn đề bài, ta chọn thêm , khi đó  số  sẽ thỏa mãn. Vậy  thỏa mãn đề bài.
	0.5 điểm

0.75 điểm

	
	






 * Xét : giả sử chọn được 2023 số nguyên dương phân biệt thỏa mãn đầu bài. Đặt 2023 số nguyên dương đó là . Đặt  và  là chỉ số mà . (Trong trường hợp tập hợp  có nhiều phần tử cùng bằng t thì ta chọn chỉ số  lớn nhất).               




Với  ta tìm được  chỉ số  phân biệt và khác .
	1 điểm

	
	

Đặt ;  

(nếu k=2 thì quy ước trong x và y không có  )

Theo giả thiết thì S chia hết cho cả x và y, suy ra S chia hết cho .




Ta có . Với cách chọn  thì  và . 
	1 điểm

	
	
Suy ra , mâu thuận với S chia hết cho M, suy ra với mọi k từ 2 đến 2023 đều không thỏa mãn.

Vậy có hai số k cần tìm là .
	0.75 điểm

	Câu 5
	

Tìm giá trị lớn nhất có thể có của n sao cho tồn tại một tập hợp gồm 2023 số nguyên dương và có thể lấy ra n tập con của  sao cho tổng các phần tử trong n tập con đó đôi một nguyên tố cùng nhau.
	4 điểm

	
	
Ta chứng minh .















Trong  tập con của  thì có nhiều nhất trong một nửa trong số đó có tổng các phân tử là số lẻ. Thật vậy, nếu tất cả các phần tử của  đều là số chẵn thì tất cả các tập con của  đều có tổng các phần tử chẵn nên không có tập con nào trong  có tổng các phần tử là số lẻ. Nếu tồn tại một phần tử  của  là số lẻ thì ta có thể chia  tập con của  thành cặp () với  là tập con của  mà . Trong mỗi cặp đó có một tập có tổng các phần tử là chẵn. Do đó có tối đa  các tập con của  có tổng các phần tử là số lẻ.


Vì vậy  thì có ít nhất hai tập con có tổng các phần tử đều là số chẵn ( mâu thuẫn ). Vậy .

	1 điểm



1 điểm

	
	





Ta xây dựng một ví dụ  cho  . Đặt ! Và tập . Xét  tập con của chứa phần tử 1 và thêm vào một tập hợp  .



Các tập con của  chứa phần tử 1 thì tổng các phần tử có dạng  với  và hai tập khác nhau thì tổng các phần tử khác nhau. 
Ta có










 gcd . Nếu gcd  thì đặt  là ước nguyên tố của  thì  suy ra  hoặc  , mà  nên  hay . Do đó tổng các phần tử của các tập hợp trên nguyên tố cùng nhau. 

Vậy  giá trị lớn nhất có thể của n là .
	1 điểm




1 điểm






	TRƯỜNG THPT CHUYÊN
NGUYỄN TẤT THÀNH
 (
ĐỀ
 ĐỀ XUẤT
)
(Đề thi gồm 01 trang)
	KỲ THI HỌC SINH GIỎI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
NĂM 2023

ĐỀ THI MÔN: TOÁN
LỚP: 11
Thời gian: 180 phút (Không kể thời gian giao đề)





Câu 1. (4,0 điểm) Cho dãy số thực dương ,  thỏa mãn


 với mọi  nguyên dương.


Chứng minh rằng  với mọi  nguyên dương.

Câu 2. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số  sao cho:  



















Câu 3. (4,0 điểm) Cho tam giác nhọn  nội tiếp đường tròn  có là đường phân giác trong ( thuộc ). Gọi  lần lượt là điểm chính giữa cung  chứa , cung chứa  của đường tròn . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt cạnh  tại . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt cạnh  tại .

a) Chứng minh rằng tứ giác  nội tiếp đường tròn.






            b) Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . Gọi  lần lượt là đường kính của các đường tròn  và . Chứng minh rằng các đường thẳng  đồng quy.


Câu 4. (4,0 điểm) Kí hiệu  là phần lẻ của số thực .

a) Chứng minh rằng tồn tại vô số số thực dương  thỏa mãn 

.


b) Chứng minh rằng không tồn tại số thực dương  bé hơn  nào thỏa mãn bất đẳng thức trên.
Câu 5. (4,0 điểm) 
Trong một phòng thi trắc nghiệm môn Toán có 24 thí sinh đã được xếp ngồi quanh một bàn tròn. Trong bì đựng đề thi của giám thị có 5 loại đề khác nhau, mỗi loại đề có nhiều bản. Một cách phát đề được gọi là đúng quy chế nếu mỗi thí sinh được nhận chỉ một đề và hai thí sinh bất kỳ ngồi ngay cạnh nhau nhận được hai loại đề khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách phát đề đúng quy chế?
.....................Hết.....................

	- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
	- Giám thị không giải thích gì thêm.
HƯỚNG DẪN CHẤM

	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	

Cho dãy số thực dương ,  thỏa mãn




  với mọi  nguyên dương. Chứng minh rằng  với mọi  nguyên dương.
	4,0

	
	


Với mỗi , đặt , .


Từ giả thiết ta có: , , suy ra 


	1,0

	
	



Ta cần chứng minh  hay , tức , .

Thật vậy, ta có 

                      .

Suy ra  là dãy giảm.


Vì  nên  .



 là dãy giảm bị chặn dưới bởi  nên  có giới hạn hữu hạn.
	2,0

	
	
Đặt .



Lại có , cho  ta được .       (1)

Mà .                                                  (2)

Từ (1) và (2) suy ra .


Vì  là dãy giảm nên ( đpcm).
	
1,0

	2
	
Tìm tất cả các hàm số  sao cho:  

   (1)
	4,0

	
	
Giả sử hàm số  thỏa mãn yêu cầu bài toán.  


+)Trong (1) thay  bởi  ta có :




+)Trong (1) thay  bởi  ta có :


	1,0

	
	
Từ (2) và (3) suy ra  




Vậy nếu có  sao cho  thì , suy ra 


Dễ thấy có hai hàm số  và  thỏa mãn (4).
	0,5

	
	


+)  Ta chứng minh nếu có hàm số  khác hai hàm số  và mà thỏa mãn cả (1) và (4) thì vô lý.




 Vì  khác nên  Vậy 



 Vì  thỏa mãn (4) và khác nên  
	1,0

	
	
+) Trong (1) cho 

Không mất tổng quát, giả sử 




+)Trong (1) thay  bởi  và  bởi  ta có :



 (vô lý).
	1,0

	
	
Thử lại ta có kết quả hàm số cần tìm là 
	0,5 

	3
	
















Cho tam giác nhọn  nội tiếp đường tròn  có là đường phân giác trong ( thuộc ). Gọi  lần lượt là điểm chính giữa cung  chứa , cung chứa  của đường tròn . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt cạnh  tại . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt cạnh  tại .

a) Chứng minh rằng tứ giác  nội tiếp đường tròn.






b) Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . Gọi  lần lượt là đường kính của các đường tròn  và . Chứng minh rằng các đường thẳng  đồng quy.
	4,0

	
	
	

	
	

a) Dễ thấy (c-g-c), suy ra. 

   Chứng minh tương tự ta có . 


  Vì  là phân giác của góc  nên   

                               

kéo theo tứ giác  nội tiếp đường tròn.
	1,5

	
	
	

	
	

b) Trước hết ta chứng minh  vuông góc với . Thật vậy 



Ta có  nên  vuông góc .



Vì  lần lượt là đường kính của các đường tròn  nên . 





Gọi  là giao điểm của  và  thì  là đường kính của 












Mặt khác  nên  và, gọi  là giao điểm của  và . Dễ thấy tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên  nên  vuông góc với .
	1,0

	
	

Ta chứng minh  đồng quy bằng cách dùng Ceva dạng sin cho tam giác 


Ta có  (1) và   (2)

Có 

Suy ra  (3)
	1,0

	
	
Từ (1) (2) và (3) suy ra , 

do vậy  đồng quy.
	0,5

	4
	

Kí hiệu  là phần lẻ của số thực .

a) Chứng minh rằng tồn tại vô số số thực dương  thỏa mãn 

.


b) Chứng minh rằng không tồn tại số thực dương  bé hơn  nào thỏa mãn bất đẳng thức trên.
	4,0

	
	
a) Chọn . Khi đó 







.



Do  nên tồn tại vô số số nguyên dương  để .
	2,0

	
	

b) Giả sử tồn tại  thỏa mãn .





Đặt  và  thì ,  và .

Từ  ta suy ra 

,

suy ra . Khi đó

.


Suy ra  mà  nên 



, dẫn đến , mâu thuẫn với .
	2,0

	5
	Trong một phòng thi trắc nghiệm môn Toán có 24 thí sinh đã được xếp ngồi quanh một bàn tròn. Trong bì đựng đề thi của giám thị có 5 loại đề khác nhau, mỗi loại đề có nhiều bản. Một cách phát đề được gọi là đúng quy chế nếu mỗi thí sinh được nhận chỉ một đề và hai thí sinh bất kỳ ngồi ngay cạnh nhau nhận được hai loại đề khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách phát đề đúng quy chế? 
	4,0

	
	

          Gọi  là số cách phát đề cho  học sinh sao cho không có 2 học sinh nào ngồi cạnh nhau có cùng đề thi.


           Cố định một học sinh làm vị trí đầu tiên và các học sinh bên tay phải của học sinh đó là vị trí thứ 2, thứ 3,…, thứ  (học sinh ở vị trí thứ  ngồi cạnh học sinh ở vị trí thứ nhất)     
	0,5

	
	Ta thấy:


Nếu học sinh ở vị trí thứ nhất và học sinh ở vị trí thứ  có đề thi khác nhau thì sẽ có 3 cách phát đề cho học sinh ở vị trí thứ .


Nếu học sinh ở vị trí thứ nhất và học sinh ở vị trí thứ  có đề thi giống nhau thì có 4 cách phát đề cho học sinh ở vị trí thứ .				

             Do đó ta có hệ thức:  
	2,0

	
	
            Sử dụng phương pháp sai phân để tính . 
           Xét phương trình đặc trưng:

                          

         


 	        Do  nên  

        Vậy   
	1,5



----------Hết----------






	HỘI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
KHU VỰC DUYÊN HẢI, ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
TRƯỜNG THPT CHUYÊN BIÊN HOÀ, T. HÀ NAM

ĐỀ THI ĐỀ XUẤT
	ĐỀ THI CHỌN HSG GIỎI LẦN THỨ XIV
MÔN THI: TOÁN – KHỐI 11
Ngày thi 15/07/2023
Thời gian làm bài 180 phút
(Đề này có 5  câu; gồm 01 trang)

	
	




Bài 1. (4 điểm) Cho dãy  thỏa mãn:  


Chứng minh rằng dãy  có giới hạn và tìm .
Bài 2. (4 điểm) Cho tam giác ABC với đường tròn nội tiếp (I). P là điểm bất kỳ. PA, PB, PC cắt BC, CA, AB tại K, L, N. Gọi X, Y, Z lần lượt là cực của các đường thẳng LN, NK, KL đối với (I). Chứng minh rằng AX, BY, CZ lần lượt cắt BC, CA, AB tại ba điểm thẳng hàng trên một đường thẳng và đường thẳng này tiếp xúc với (I).




Bài 3. (4 điểm) Tìm hằng số  nhỏ nhất sao cho với mọi số thực dương  thỏa mãn  thì ta luôn có bất đẳng thức:  

a) Chứng minh rằng BĐT trên đúng với  

b) Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho BĐT trên đúng.



Bài 4. (4 điểm) Tìm tất cả các số nguyên tố  và số tự nhiên  sao cho .

Bài 5. (4 điểm) Cho bảng, gồm  ô vuông đơn vị (như hình vẽ), ta gọi hai ô vuông được gọi là cạnh nhau nếu chúng có một cạnh chung. Ban đầu, mỗi ô vuông trong bảng được viết một số tự nhiên (không nhất thiết phân biệt).


Mỗi bước di chuyển là việc cộng thêm số nguyên  vào mỗi số ở hai ô vuông cạnh nhau, sao cho các số nhận được là không âm. Tìm điều kiện cần và đủ để tất cả các số được ghi trong các ô vuông đều bằng  sau hữu hạn bước di chuyển như trên.
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	




Ví dụ cho một bước di chuyển: Ta đã cộng  vào hai ô vuông ở góc trên bên phải

==== Hết ====
HƯỚNG DẪN CHẤM
	Bài
	Hướng dẫn
	Điểm

	1
	

Cho dãy  thỏa mãn:  .


Chứng minh rằng dãy  có giới hạn và tìm .
	
4,0

	
a.
	





Bổ đề:  thỏa mãn  và  và  với , khi đó  
Chứng minh bổ đề:



Với mọi , ta cần chứng minh tồn tại số tự nhiên  sao cho  



Do , do đó tồn tại  sao cho .




Ta có:  với , do đó tồn tại số tự nhiên  sao cho .



Chọn , thì  với  cho trước.

Hay ta có  (đpcm)
	2,0

	
	
Ta có  

Mặt khác  (AM-GM)

 

Với , ta có: 

 

 

Sử dụng Bổ đề trên, ta được  .
	2,0

	
2
	Cho tam giác ABC với đường tròn nội tiếp (I). P là điểm bất kỳ. PA, PB, PC cắt BC, CA, AB tại K, L, N. Gọi X, Y, Z lần lượt là cực của các đường thẳng LN, NK, KL đối với (I). Chứng minh rằng AX, BY, CZ lần lượt cắt BC, CA, AB tại ba điểm thẳng hàng trên một đường thẳng và đường thẳng này tiếp xúc với (I).
	
4,0

	
	
	

	
	Gọi AX, BY, CZ lần lượt cắt BC, CA, AB tại U, V, W. 
Trước hết ta chứng minh BY, CZ đồng quy với EF, do đó VW tiếp xúc (I). 
Tương tự UW, UV tiếp xúc (I) 
	1,0

	
	Ta có U, V, W thẳng hàng trên đường thẳng tiếp xúc (I).
Thật vậy, gọi D, E, F lần lượt là tiếp điểm của (I) trên BC, AC, AB.Gọi DE, DF lần lượt cắt KL, KN tại S, T. 

Do AD, BE, CF đồng quy và AK, BL, CN cũng đồng quy nên . 
Do đó, A, S, T thẳng hàng. 
	2,0

	
	Vì B, Y lần lượt là cực của DF, NK nên T là cực của BY.
Tương tự S là cực của CZ. Mặt khác A là cực của EF. Vì A, S, T thẳng hàng nên dễ thấy BY, CZ và EF đồng quy. (đpcm)
	1,0

	3
	



Tìm hằng số  nhỏ nhất sao cho với mọi số thực dương  thỏa mãn  thì ta luôn có bất đẳng thức:  

a) Chứng minh rằng BĐT trên đúng với  

b) Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho BĐT trên đúng.
	4,0

	
	
a) Chứng minh:  

Đặt . Ta chứng minh:



 Do  nên ta sẽ chứng minh:  


Và điều này sẽ đúng nếu ta giả sử  vì khi đó .
Vậy ta chỉ cần chỉ ra:



Bất đẳng thức này đúng với .
	

2,0

	
	
b) Ta chọn  :

 

 

Ta có:  
Ta xem bảng biến thiên sau:
 



Với , từ đó ta thấy  tương ứng .




Vậy trở lại bài toán, ta cho  thì ta được , ta chứng minh giá trị nhỏ nhất của  là .
	

	4
	


Tìm tất cả các số nguyên tố  và số tự nhiên  sao cho  .
	4.0

	
	



Ta có (1)  là phương trình Diophante với  và  là các số nguyên tố và  là số tự nhiên.



 (1)  (2)  



Dễ thấy  là lẻ từ phương trình (1) (do  ), do đó  cũng là lẻ. 



Do  từ phương trình (2), từ phương trình (2) cũng cho ta , tức là . 
	1,0

	
	

Đặt , do đó . 



*) Nếu , thì  từ phương trình (2), điều này mâu thuẫn với . 


*) Do đó, , từ phương trình (2), ta được (3)  

Từ phương trình (3) ta được (4)  

Hơn nữa, từ phương trình (3), ta có (5) .
	1,0

	
	
*) Nếu , theo phương trình (3), ta có

 


vì , nên . 

*) Nếu , từ phương trình (3) và (5)

 

dẫn đến  (mâu thuẫn). 

Do đó (6) .

Vậy, kết hợp điều kiện (4) và phương trình (5), ta được (7)  
	1,0

	
	


*) Với  theo điều kiện (6), ta có , kết hợp với phương trình (5) ta có (8) .
Kết hợp phương trình (3) và (8), ta được 

 

Do đó , từ phương trình (8) cho ta 

 kết hợp với phương trình (1) cho ta


 do đó .

Kết luận: Phương trình có bộ nghiệm duy nhất là .
	1,0

	5
	
Cho bảng, gồm  ô vuông đơn vị (như hình vẽ), ta gọi hai ô vuông được gọi là cạnh nhau nếu chúng có một cạnh chung. Ban đầu, mỗi ô vuông trong bảng được viết một số tự nhiên (không nhất thiết phân biệt).


Mỗi bước di chuyển là việc cộng thêm số nguyên  vào mỗi số ở hai ô vuông cạnh nhau, sao cho các số nhận được là không âm. Tìm điều kiện cần và đủ để tất cả các số được ghi trong các ô vuông đều bằng  sau hữu hạn bước di chuyển như trên.
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	




Ví dụ cho một bước di chuyển: Ta đã cộng  vào hai ô vuông ở góc trên bên phải

	
4,0

	
	Nhận xét rằng sau mỗi bước di chuyển, ta cộng thêm vào hai ô vuông cạnh nhau, trong đó một ô màu trắng và một ô màu đen.



Đặt  và  lần lượt là tổng các số trên các ô vuông màu đen và tổng các số trên ô vuông màu trắng. Khi đó  là không đổi.




Do đó, nếu sau các bước mà tất cả các số được ghi trên các ô vuông đều bằng  thì , mà do tính bất biến của  nên ban đầu, .


Ta sẽ chứng minh ngược lại, nếu ban đầu, ta có  thì sau hữu hạn bước phù hợp, ta có thể đưa tất cả các số ghi trên ô vuông trong bảng đều bằng  /






Thật vậy, đặt  lần lượt là số được ghi trên các ô , trong đó,  là các ô trên cùng hàng mà cả  và  đều ở cạnh .
	

1,0

	
	




Nếu , ta có thể thêm  vào cả  và , để thu được .

	2
	3
	7
	
	

	
	
	
	
	

	 
	
	
	
	



	0
	1
	7
	
	

	
	
	
	
	

	 
	
	
	
	

	
	
	
	
	



	0
	0
	6
	
	

	
	
	
	
	

	 
	
	
	
	



	1,0

	
	







Nếu , ta có thể thêm  vào cả  và . Khi đó, nhận giá trị mới là thành , và khi đó, ta có thể thêm  vào cả hai ô đó, để biến giá trị trên cả hai ô này đều bằng .
VD:

	3
	2
	7
	
	



	3
	3
	8
	
	



	0
	0
	8
	
	


VD:

	0
	0
	3
	7
	1



	0
	0
	0
	4
	1



(Dừng)
	1,0

	
	
Do đó, ta có 1 cách để đưa tất cả các số dương ghi trên các ô vuông giảm về .

Với cách làm đó trên mỗi hàng, ta nhận được tất cả các ô vuông trên mỗi hàng, trừ tối đa một ô cuối, đều bằng .

Sau đó, trong bảng ô vuông đó, ta nhận được bảng mà các cột đều bằng , trừ 2 cột cuối.
Áp dụng thuật toán trên cho các cột, từ trên xuống dưới, cho đến khi chỉ còn 2 ô cuối cùng còn lại.


Khi đó, do tính bất biến của , giá trị trên ô vuông đó là như nhau. Ta có thể đưa hết chúng về .
	1,0


Điểm toàn bài là tổng điểm của các ý, các câu; không làm tròn số.


	SỞ GIÁO DỤC & ĐÀO TẠO
TỈNH BÌNH DƯƠNG
Trường THPT chuyên
Hùng Vương
  
ĐỀ ĐỀ XUẤT     
	ĐỀ ĐỀ XUÁT KỲ THI HỌC SINH GIỎI KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ 
NĂM 2023
Môn: TOÁN – KHỐI 10 
Thời gian: 180 phút, không kể thời gian phát đề






 Câu 1: (4 điểm). Với mỗi số thực , các số nguyên dương n sao cho  là số chẵn được viết thành một dãy tăng .


a) Hỏi có tồn tại hay không số nguyên dương để ba số  đều không thuộc dãy?


b) Chứng minh rằng có vô số nguyên dương sao cho .
Câu 2: (4 điểm). 

Tìm tất cả hàm số  thỏa mãn :


  và 
Câu 3: (4 điểm). 












Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi trên .  là trung điểm .  là các đường cao của tam giác . Hai đường tròn  và  cắt nhau tại điểm thứ hai là .

a) Chứng minh rằng  luôn thuộc đường tròn cố định.











b) Lấy  trên  sao cho  và  khác phía với . Các đường thẳng  cắt lại đường tròn  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm . Chứng minh rằng đường tròn  luôn đi qua điểm cố định.

Câu 4: (4 điểm). Cho dãy  được định nghĩa 




ở đó  là số nguyên lớn nhất không vượt quá  


a) Chứng minh rằng  xảy ra với vô hạn số nguyên dương  
b) 

Chứng minh rằng  xảy ra với vô hạn số nguyên dương  



Câu 5: (4 điểm). Tìm số các bộ số nguyên  thỏa mãn  và .
---------------HẾT---------------

ĐÁP ÁN VẢ THANG ĐIỂM CHẤM – TOÁN – KHỐI 11
Câu 1: (4 điểm). (Người ra đề: Nguyễn Văn Phi)



Với mỗi số thực , các số nguyên dương n sao cho  là số chẵn được viết thành một dãy tăng .


a) Hỏi có tồn tại hay không số nguyên dương để ba số  đều không thuộc dãy?


b) Chứng minh rằng có vô số nguyên dương sao cho .
THANG ĐIỂM CÂU 1
a) Câu trả lời là phủ định.


Thật vậy, giả sử có số để   đều là số lẻ. Khi đó, ta có hai trường hợp sau:


+ Nếu thì 



	Do  nên  suy ra  

	Suy ra  là số chẵn, mâu thuẫn.						(1 điểm)

+ Nếu thì 



Do ,  cùng lẻ suy ra .


Do lẻ và 

Suy ra .



suy ra   vô lí vì và .

Vì vậy không tồn tại số 									(1 điểm)

b) Theo câu a, trong 6 số bất kỳ liên tiếp, luôn có hai số thuộc dãy . 


Ta có . Suy ra 	(0,5 điểm)


Dễ thấy nên ta có 

Do đó 		(0,5 điểm)

Suy ra 


Chứng minh , suy ra 	(0,5 điểm)

Suy ra . 


Theo định nghĩa giới hạn có vô số nguyên dương đủ lớn để  . 	(0,5 điểm)
Câu 2: (4 điểm). 

Tìm tất cả hàm số  thỏa mãn :


  và 
THANG ĐIỂM CÂU 2


Cho  vào (1) ta được :  	(0,5 điểm)


Cho  vào (1) ta được : .	(2)	(0,5 điểm)

Kết hợp (1) và (3) ta được     (3)			(0,5 điểm)
Khi đó theo (3) ta có  	

Do đó  			(0,5 điểm)

Suy ra  .


Cho  vào (2) ta suy ra  			(0,5 điểm)

Giả sử tồn tại  . 

Khi đó   						(0,5 điểm)


Cho   vào (1) ta được :   vô lí


Do đó   hoặc  					(0,5 điểm)


Thử lại   hoặc   thỏa yêu cầu			(0,5 điểm)
Câu 3: (4 điểm). (Người ra đề: Nguyễn Thị Kim Ngân)












Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi trên .  là trung điểm .  là các đường cao của tam giác . Hai đường tròn  và  cắt nhau tại điểm thứ hai là .

a) Chứng minh rằng  luôn thuộc đường tròn cố định.











b) Lấy  trên  sao cho  và  khác phía với . Các đường thẳng  cắt lại đường tròn  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm . Chứng minh rằng đường tròn  luôn đi qua điểm cố định.
THANG ĐIỂM CÂU 3
[image: ]




a) Gọi  là trực tâm . Khi đó  (vì  nội tiếp) (1)



Tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên . 

Suy ra .					(0,5 điểm)

Do đó (2) 	(0,5 điểm)



Từ (1) và (2) suy ra . Vậy  thuộc đường tròn .			




Hơn nữa  đối xứng với  qua  nên  cố định.			(0,5 điểm)



b) Ta có  (do  nội tiếp) hay  , 

Suy ra .										(0,5 điểm)





Gọi  đối xứng với  qua  thì  là hình bình hành nên . 

Do đó .										(0,5 điểm)









Vì , ,  nên  và  đối xứng nhau qua .  có đường trung tuyến  nên , 



dẫn đến  hay  là đường đối trung của .				(0,5 điểm)





Gọi tiếp tuyến tại  và  của  cắt nhau tại  thì , 



khi đó  nên  là tâm .					(0,5 điểm)

Lại có . 




Do đó , suy ra tâm  là trung điểm , hay .





Hơn nữa  có đường kính là , mà  nên  đi qua  cố định.
(0,5 điểm).
Câu 4: (4 điểm).  (Người ra đề: Nguyễn Thành Nhân)

Cho dãy  được định nghĩa 




ở đó  là số nguyên lớn nhất không vượt quá  
a) 

Chứng minh rằng  xảy ra với vô hạn số nguyên dương  
b) 

Chứng minh rằng  xảy ra với vô hạn số nguyên dương  
THANG ĐIỂM CÂU 4



Đặt  với  và .
a) 


Đặt  là số ước dương của  với  Ta có

 	(0,5 điểm)
Từ đó

			(0,5 điểm)



có nghĩa rằng  nói cách khác  là trung bình cộng của các số .	



Để chứng minh các khẳng định, sẽ là đủ nếu chứng minh được  và  đều xảy ra với vô hạn số nguyên dương  				(1 điểm)



Ta chú ý rằng . Với , dấu bằng xảy ra nếu và chỉ nếu  là số nguyên tố. 






Từ , từ đó  với mọi  Từ việc có vô hạn số nguyên tố, ta có , và với mỗi  ta có . Đpcm.			(1 điểm)


b) Chú ý rằng dãy  là vô hạn, vì chẳng hạn  




Từ đó  đúng với vô hạn số nguyên dương  Đối với các số nguyên dương  như vậy ta cũng có  Phép chứng minh hoàn tất. (1 điểm)
Câu 5: (4 điểm). (Người ra đề: Trần Văn Trí)


Tìm số các bộ số nguyên  thỏa mãn  và 

.
THANG ĐIỂM CÂU 5

Gọi là số bộ số thỏa mãn điều kiện bài toán. 




Gọi  là tập hợp các bộ  số mà  tương ứng bằng .			(1 điểm)






Ta có: Mặt khác từ mỗi bộ số thuộc  hoặc  ta có thể bổ sung thêm phần tử  để được một bộ số thuộc  nên .		(1 điểm)

Tương tự ta có .			(1 điểm)

Do đó ta có:


Chú ý rằng  ta thu được:.		(1 điểm)
---------------HẾT---------------


	TRƯỜNG THPT CHUYÊN 
LÊ HỒNG PHONG
NAM ĐỊNH
 (
ĐỀ ĐỀ XUẤT
)
	ĐỀ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI
CỤM DUYÊN HẢI ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ 
MÔN THI: TOÁN - LỚP 11
Thời gian: 180 phút
(Đề thi gồm 01 trang)






Bài 1. (4,0 điểm)  Xét  là số thực và dãy số  xác định bởi



, , .


	1. Khi , tìm giới hạn .


	2. Tìm số thực  lớn nhất để dãy số  hội tụ.






Bài 2. (4,0 điểm) Cho  là đa thức với các hệ số thực và khác đa thức hằng. Với mỗi số nguyên dương , ta kí hiệu  là số lượng nghiệm phân biệt của đa thức  (xét trên ). Chứng minh rằng .







Bài 3. (4,0 điểm) Cho tam giác  nhọn không cân, nội tiếp đường tròn  và ngoại tiếp đường tròn  với các tiếp điểm trên  là  Gọi  lần lượt là trung điểm  













	1. Gọi  là điểm chính giữa cung lớn  của  và  là đối xứng của  qua trung điểm  Đường cao kẻ từ  của tam giác  cắt đường thẳng  tại  Chứng minh rằng ba điểm  thẳng hàng và  vuông góc với  









	2. Gọi  là điểm chính giữa các cung lớn  của  Các đường thẳng qua  và vuông góc  lần lượt cắt  tại  Chứng minh rằng  nằm trên một đường thẳng vuông góc 

Bài 4. (4,0 điểm) Xét các số nguyên dương  thoả mãn: 



Tồn tại  số nguyên dương  đôi một khác nhau và đôi một nguyên tố cùng nhau thỏa mãn      (1)



	1. Chứng minh rằng nếu  là số nguyên dương thoả mãn (1) thì   và .

	2. Tìm tất cả các số nguyên dương  thoả mãn (1).







Bài 5. (4,0 điểm) Cho trước số nguyên dương  thỏa mãn  và  là một 2023-giác đều. Tính số cách chọn ra  đỉnh của sao cho đi từ một đỉnh bất kỳ được chọn này tới một đỉnh bất kỳ được chọn khác dọc theo chu vi của theo hướng nào cũng luôn phải qua ít nhất 9 đỉnh không được chọn của .

----- HẾT -----
HƯỚNG DẪN CHẤM
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	1
(4,0 điểm)
	

Xét  là số thực và dãy số  xác định bởi



, , .


	1. Khi , tìm giới hạn .


	2. Tìm số thực  lớn nhất để dãy số  hội tụ.
	

	
	1.1. (2,0 điểm) 





Khi , có dãy số  với , , .


*) Tính được , .

*) Chứng minh bằng quy nạp kết quả   (1)

+) Thật vậy, ta thấy (1) đúng với 

+) Giả sử (1) đúng đến 



+) Xét  ta có  và 
	0,5

	
	
Ta chứng minh   (*)

Ta có 


 (bất đẳng thức này luôn đúng với mọi )


Do đó (1) đúng với . Theo nguyên lý quy nạp ta có 
	1,0

	
	

Mà  nên .
	0,5

	
	
Cách 2:	+ Chứng minh quy nạp được .

		+ Suy ra . 

		+ Dùng bổ đề hoặc chứng minh trực tiếp đến kết quả .
	

	1
(4,0 điểm)
	


1.2. (2,0 điểm) Giả sử dãy  có giới hạn hữu hạn là , khi đó phương trình chuyển qua giới hạn là  (1) có nghiệm thực. 


Có , do đó có điều kiện  .
	0,5

	
	




* Xét , dãy  xác định bởi , , .

+ Quy nạp được .
	0,5

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	1
(4,0 điểm)
	
Có 



+ Chứng minh bổ đề: Nếu dãy số dương  thỏa mãn  thì dãy số  hội tụ.
	0,5

	
	

+ Suy ra dãy số  hội tụ, suy ra tồn tại . 


Vậy khi  thì dãy  hội tụ. 



* Kết luận: Giá trị lớn nhất của  để dãy  hội tụ là .
	0,5

	2
(4,0 điểm)
	





Cho  là đa thức với các hệ số thực và khác đa thức hằng. Với mỗi số nguyên dương , ta kí hiệu  là số lượng nghiệm phân biệt của đa thức  (xét trên ). Chứng minh rằng .
	

	
	





Với mỗi , ta giả sử đa thức  có  nghiệm phân biệt, trong đó nghiệm  là nghiệm bội  (); nói các khác có biểu diễn





(ở đó , là hệ số bậc cao nhất của ), .
	1,0

	
	





Nhận xét 1:	Với hai chỉ số  phân biệt thì hai số phức  và  là phân biệt nhau (vì chúng lần lượt là là nghiệm của  và , nếu chúng bằng nhau thì suy ra ).
	0,5

	
	






Nhận xét 2: Nếu  là nghiệm bội   của đa thức  thì  là nghiệm bội  của đa thức đạo hàm .
	0,5

	
	
Nhận xét 3: .






Theo đó với mỗi  thì  nhận các số  lần lượt là các nghiệm bội  nên  có ít nhất là  nghiệm.
	0,5

	
	

Các số  này phân biệt (khi  thay đổi) nên

 
	1,0

	
	

.
	0,5

	3 
(4,0 điểm)

	






Cho tam giác  nhọn không cân, nội tiếp đường tròn  và ngoại tiếp đường tròn  với các tiếp điểm trên  là  Gọi  lần lượt là trung điểm  








	1. Gọi  là điểm chính giữa cung lớn  của  và  là đối xứng của  qua trung điểm  Chứng minh rằng  vuông góc  









	2. Gọi  là điểm chính giữa các cung lớn  của  Các đường thẳng qua  và vuông góc  lần lượt cắt  tại  Chứng minh rằng  nằm trên một đường thẳng vuông góc với 
	

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	3 
(4,0 điểm)

	
	

	
	3.1. (2,0 điểm)




Kẻ đường kính  của đường tròn . Gọi  là trung điểm của . 




Do  là đường trung bình của tam giác  nên  cũng là trung điểm của 


Do đó tứ giác  là hình bình hành 



Mà  nên . Suy ra 
	0,5

	
	




Kết hợp với  (cùng vuông góc với ) ta suy ra tứ giác  là hình bình hành  và . 


Khi đó tứ giác  là hình bình hành. Do đó   (1)
	0,5

	
	




Mặt khác, gọi  thì dễ dàng chứng minh được  là trung điểm của . Do đó  hay   (2)

Từ (1) và (2) suy ra  thẳng hàng
	0,5

	
	





Xét tam giác  có  (do  vì cùng vuông góc với ) nên  là trực tâm của tam giác . 


Suy ra  hay 
	0,5

	
	3.2. (2,0 điểm)









Định nghĩa  tương tự  Cho  lần lượt cắt  tại  Vì  nên  là đối xứng của  qua các trung  điểm của  




Kí hiệu  lần lượt là đường tròn đường kính  và  lần lượt là tâm các đường tròn 


Suy ra  lần lượt là trung điểm các đoạn 
	0,5

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	3 
(4,0 điểm)

	

Kẻ các đường cao  của tam giác 



Dễ thấy  là trực tâm tam giác  và 


Ta có  nên   (1)



Gọi . Do  nên 



Suy ra , với  là bán kính của đường tròn 

Chứng minh tương tự ta cũng có    (2)
	0,5

	
	




Từ (1) và (2) suy ra  là trục đẳng phương chung của ba đường tròn . Do đó 3 điểm  cùng nằm trên đường thẳng  vuông góc với 





Gọi . Do  là hai đường trung tuyến của tam giác  nên  là trọng tâm của tam giác 


Mà  nên . 


Suy ra  là trọng tâm của tam giác 
	0,5

	
	


Chứng minh tương tự ta cũng có  cũng đi qua trọng tâm  của tam giác 






Ta có  và 3 điểm  cùng nằm trên đường thẳng  nên  cùng nằm trên đường thẳng  và 




Mà  nên  hay 3 điểm  cùng nằm trên đường thẳng vuông góc với 
	0,5

	4
(4,0 điểm)
	



Xét các số nguyên dương  thoả mãn: Tồn tại  số nguyên dương  đôi một khác nhau và đôi một nguyên tố cùng nhau thỏa mãn      (1)



	1. Chứng minh rằng nếu  là số nguyên dương thoả mãn (1) thì   và .

	2. Tìm tất cả các số nguyên dương  thoả mãn (1).
	

	
	4.1. (2,0 điểm)

*) Xét đa thức  

Ta có 

Kết hợp giả thiết, ta suy ra 

Chứng minh tương tự ta suy ra 
	1,0

	
	
*) Ta chứng minh 


Đặt . Xét số nguyên tố  bất kì
Thật vậy, ta có:


-) Nếu   thì ta có  



Mà  nên suy ra . Do đó  (1)
	0,5

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	4
(4,0 điểm)
	

-) Nếu tồn tại  sao cho  



Với mọi  thì  nên 

Do đó 


Mà  nên suy ra . 


Do đó  (2). Kết hơp (1) và (2) suy ra 
	0,5

	
	

4.2. (2,0 điểm)   *) Nếu  ta có   (3)

Mặt khác do  đôi một khác nhau nên 

 (4)


Từ (3) và (4) suy ra mâu thuẫn. Vậy  hay  
	0,5

	
	

+) Nếu  ta có   (mâu thuẫn với giả thiết)


+) Nếu  ta có  



Khi đó  không chia hết cho  nên  không thỏa mãn


+) Nếu  ta có 




Suy ra tồn tại duy nhất  sao cho  và số số chẵn là một số chẵn. Khi đó dễ dàng kiểm tra được . Do đó  không thỏa mãn.
	0,5

	
	

+) Nếu  ta có 



Khi đó  không chia hết cho  nên  không thỏa mãn


+) Nếu  ta có 




Mà   đồng thời  nên . Do đó   không thỏa mãn.


+) Nếu  ta có 


Mà   nên  

Suy ra . 


Bộ số này không thỏa mãn  nên  không thỏa mãn.
	0,5

	
	

+) Nếu  thì 

Suy ra  (mâu thuẫn)


Vậy  nếu  thì mọi  không thỏa mãn bài toán


*) Nếu  và  thì điều kiện của bài toán thỏa mãn.



Vậy  tất cả các số nguyên dương  cần tìm là  và .
	0,5

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	5
(4,0 điểm)
	






Cho trước số nguyên dương  thỏa mãn  và  là một 2023-giác đều. Tính số cách chọn ra  đỉnh của sao cho đi từ một đỉnh bất kỳ được chọn này tới một đỉnh bất kỳ được chọn khác dọc theo chu vi của theo hướng nào cũng luôn phải qua ít nhất 9 đỉnh không được chọn của .
	

	
	






Ta xét một cách chọn bộ  đỉnh là  và kí hiệu số đỉnh của đa giác đều không được chọn tương ứng nằm giữa hai đỉnh ,  theo chiều kim đồng hồ là  (; quy ước ).

Ta có hệ điều kiện 


Thay  thì được hệ 
	1,0

	
	



Theo kết quả bài toán chia kẹo Euler thì số bộ nghiệm của hệ trên là . Như vậy nếu cố định trước đỉnh  được chọn thì có  cách chọn bộ đỉnh .
	1,0

	
	




     Có 2023 cách chọn đỉnh  và chú ý rằng mỗi bộ đỉnh  sẽ đếm lặp  lần nên theo quy tắc nhân có số cách chọn bộ  đỉnh thỏa mãn yêu cầu bài toán là .
	2,0



	SỞ GD – ĐT QUẢNG NAM
TRƯỜNG THPT CHUYÊN
NGUYỄN BỈNH KHIÊM
	KỲ THI  HỌC SINH GIỎI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
LẦN THỨ XIV, NĂM 2023
ĐỀ THI MÔN:   TOÁN LỚP 11 

	ĐỀ ĐỀ NGHỊ


	Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
(Đề thi gồm  01  trang)



Câu 1 (4,0 điểm). Cho dãy số dương  thỏa đồng thời các điều kiện sau:

	i)  


	ii) Tồn tại  số thực dương  không đổi  sao cho  .

Tính  giới hạn của dãy số  . 



Câu 2 (4,0 điểm). Cho hàm số  thỏa điều kiện  .


Chứng minh rằng  nếu  là số nguyên tố thì hoặc là số nguyên tố hoặc là bình phương của một số nguyên tố.























Câu 3 (4,0 điểm). Cho tứ giác  nội tiếp trong đường tròn . Hai đường chéo và  cắt nhau tại . Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt đoạn thẳng  tại điểm thứ hai là  ( khác ) đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt đoạn thẳng  tại điểm thứ hai là  ( khác ). Gọi  và  lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác  và. Hai đoạn thẳng  và  cắt nhau tại  . 

a)  Chứng minh:    

b)  Chứng minh : bốn điểm   cùng nằm trên một đường tròn. 









Câu 4 (4,0 điểm).  Gọi  là tổng lũy thừa bậc  của  số nguyên liên tiếp, với  là một số nguyên dương. Tìm tất cả các số nguyên dương  lớn hơn  sao cho  chia hết cho  .




Câu 5 (4,0 điểm). Cho  và một bộ gồm  số thực bất kỳ   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện: 

	1/    

	2/  .   




Tìm số nguyên dương  bé nhất mà với mọi cách cho bộ  số thực như thế, ta có thể phân hoạch bộ số thực đó thành  tập hợp con đôi một rời nhau sao cho tổng tất cả các phần tử của mỗi tập con đó không lớn hơn .


                 --------------------------------------- Hết ----------------------------------------
HƯỚNG DẪN CHẤM
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	
Cho dãy số dương  thỏa đồng thời các điều kiện sau:

	i)  


	ii) Tồn tại  số thực dương  không đổi  sao cho  .

Tính  giới hạn của dãy số  . 

	4,0 

	
	



Đặt . Từ giả thiết ta suy ra  là dãy tăng và bị chặn trên bởi M. Suy ra tồn tại giới hạn  .						0,5



Đặt  . Do tồn tại  nên  .		0,5

	


1,0

	
	
Gọi  .							0,5

Do  nên

Ta có  .			0,5

	
1,0

	
	
Suy ra  								

Suy ra  	(1).		0,5

Tương tự,  			0,5

	


1,0

	
	
Suy ra  					(2).			0,5

Từ (1) và (2) suy ra  					0,5

	
1,0

	2


















	

Cho hàm số  thỏa điều kiện  .


Chứng minh rằng nếu  là số nguyên tố  thì hoặc là số nguyên tố hoặc là bình phương của một số nguyên tố.

	
4,0


	
	

Lấy bất kì  , giả sử  

Suy ra 

	 				(1)	0,5


Với  thì 			0,5

	



1,0

	
	

Với  thì  						0,5

Suy ra  

Theo kết quả (1) ta có  				(2)	0,5

	

1,0

	
	
Giả sử không là số nguyên tố hoặc là không là bình phương của một số nguyên tố.


Khi đó tồn tại  để  			0,5

Theo (2) thì  					0,5

	

1,0

	
	
Từ giả thiết suy ra  							


 (do  nguyên tố) 

Suy ra  ( do (1) ), vô lý.							0,5
Vậy ta có điều phải chứng minh.							0,5

	


1,0

	3










3a
	 Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn (O). Hai đường chéo AC và BD cắt nhau tại P . Đường tròn ngoại tiếp tam giác APD cắt đoạn thẳng AB tại điểm thứ hai là E (E khác A) đường tròn ngoại tiếp tam giác BPC cắt đoạn thẳng AB tại điểm thứ hai là F (F  khác B) . Gọi I và J lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác ADE và BCF. Hai đoạn thẳng IJ và AC cắt nhau tại K. 
a) 
Chứng minh rằng: 
b) Chứng minh bốn điểm  A,I,K,E cùng nằm trên một đường tròn. 

	


4,0

	
	



[image: ]
Lấy E và F thuộc đường tròn sao cho:  
Khi đó: 
Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho hai tứ giác nội tiếp và ta có:

     (1)

      (2) 
	

1đ

	
	      Mặt khác:


      Do đó:


               
      Suy ra:   (3)
      Từ (1), (2), (3) ta có điều phải chứng minh.

	

1,0

	3b
	[image: ]
Tia EI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác APD tại điểm thứ hai là X (X khác E)
Tia FJ cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác BPC tại điểm thứ hai là Y (Y khác F)
Vẽ các đoạn thẳng PX, PY, XA và YB.

Ta suy ra :   (4)

Rõ ràng PX; PY là các đường phân giác của các góc 
	1,0

	
	

Do đó X,P,Y thẳng hàng; ta lại có : ;  
Ta suy ra tam giác APX đồng dạng với tam giác BPY  (5)
Gọi Z là giao điểm của XI với YJ
Từ (4) và (5)  ta có:    

    

Suy ra IJ song song với XY; và 
Vậy A, I, K, E cùng thuộc một đường tròn.
	1,0

	4
	







Gọi là tổng lũy thừa bậc  của  số nguyên liên tiếp, với  là một số nguyên dương. Tìm tất cả các số nguyên dương  lớn hơn   sao cho chia hết cho .
	

4,0

	
	




Với  và , đặt   , theo đề ta tìm tất cả số nguyên dương  sao cho .


Bổ đề: Với  là số nguyên dương tùy ý, 
Chứng minh: 
Với a là số nguyên dương tùy ý, ta có :



Suy ra : 
Do a là số nguyên tùy ý nên ta có điều cần chứng minh.
	


1,0

	
	Trở lại bài toán:

TH1:  là số lẻ


Đặt   , , theo bổ đề ta có: 

     	 

Mà   (do n lẻ).

Suy ra 
	


1,0

	
	TH 2: n chẵn




Đặt ; trong đó  và  là số lẻ; xét 
Nhận thấy: 
· 


Với  là số nguyên dương chẵn thì ; suy ra 
· 

Với  là số nguyên dương lẻ thì , do đó theo định lý Euler ta có:

  		

Suy ra 

	

1,0

	
	



Ta có từ  đến  có  số nguyên dương lẻ  (do  chẵn).
Từ các điều trên, ta suy ra:  

   	 







Từ đó, do  lẻ nên  không chia hết cho ; do đó không chia hết cho  (vì  chia hết cho ).

Vậy số nguyên dương thỏa đề bài khi và chỉ khi   là số lẻ.
	1,0

	5
	


Cho  và một bộ gồm  số thực bất kỳ    thỏa mãn đồng thời hai điều kiện: 

	1/    

	2/   




 	Tìm số nguyên dương  bé nhất mà với mọi cách cho bộ  số thực như thế, ta có thể phân hoạch bộ số đó thành tập hợp con đôi một rời nhau sao cho tổng tất cả các phần tử của mỗi tập con đó không lớn hơn .

	4,0 


	
	


+ Xét bộ số thực  thỏa đề bài. Ta xây dựng thuật toán để phân hoạch bộ  số đó thành  tập thỏa yêu cầu đề bài, như sau:


 	Trước hết, nếu tồn tại  sao cho .                      (*) .




Ta lập bộ số mới   gồm  số, bằng cách bỏ đi hai số của bộ số ban đầu và thay bằng một số mới bằng .

	Nhận xét rằng, nếu ta tìm cách phân hoạch bộ  thỏa mãn đề bài thì ta có thể phân hoạch được bộ số ban đầu.

	


1,0

	
	

   + Nếu bộ số  vẫn còn tính chất (*), ta thực hiện tiếp tục như thế để tạo ra bộ số mới .


Tiếp tục thực hiện như thế cho đến khi không còn hai số nào mà tổng của nó bé hơn hay bằng  (Vì  là một số hữu hạn nên quá trình này sẽ dừng). 


Gọi bộ số cuối cùng là  gồm các số: . Vì không còn hai số nào có tổng nhỏ hơn hay bằng 1 nên có không quá một số nhỏ hơn hay bằng 0.5.

	



1,0

	
	Xét hai trường hợp:

TH1: Các số  đều lớn hơn 0,5. Khi đó:


	 , Suy ra .
Nếu vậy, ta có thể phân chia các số này như sau:


	 nếu  


	     nếu 

	

1,0

	
	



TH2: Tồn tại một số, giả sử là . Các số  đều lớn hơn 0,5. và  với .

	 , 

           Suy ra .
Khi đó, ta lại phân chia tương tự như trên:


	 nếu  


	     nếu 


+ Ta sẽ chỉ ra một trường hợp mà cả  tập con đều khác rỗng . Chẳng hạn, với mọi bộ số được cho như sau:



	Với  dương và .




 Khi đó, ta phải phân hoạch bộ số trên thành ít nhất   tập khác rỗng.( gồm một tập chứa 2 số là   và   số còn lại chia thành   tập)

+ Kết luận:Vậy  là số thỏa đề bài.

	


1,0
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Bài 1 (4,0 điểm). Cho dãy số thực  được xác định như sau
                                                  và 
                 Tìm giới hạn  .

Bài 2 (4,0 điểm). Tìm tất cả các đa thức   thỏa mãn
	 
Bài 3 (4,0 điểm). Cho tam giác nội tiếp đường tròn, đường kính . Trên tia đối của tia  lấy điểmvà qua  vẽ đường thẳng vuông góc với cắt đường thẳng  tại . Từ  vẽ hai tiếp tuyến  đến  (là các tiếp điểm và  nằm cùng phía so với đường thẳng ). Đường thẳng cắt  tại . Gọi  là trung điểm của , đường thẳng  cắt đường thẳng tại . Gọi  là điểm đối xứng vớiqua , từ vẽ đường thẳng vuông góc với  và cắt đường thẳng tại . Chứng minh rằng:
1. .
1. Đường thẳng  song song với đường thẳng . 




Bài 4 (4,0 điểm). Cho  là một số nguyên tố. Chứng minh rằng  nếu và chỉ nếu tử số của  tổng  là một bội của 
Bài 5 (4,0 điểm). Cho  là họ các tập hợp  thoả mãn đồng thời hai điều kiện:
(i)  ;
(ii)  .
Đặt , với mỗi  ký hiệu  là số các tập hợp thuộc  chứa  và . Tìm giá trị nhỏ nhất của .  
----------- Hết ----------

Họ và tên thí sinh:…………………….............…… Số báo danh:……………….
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay. 
Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
HƯỚNG DẪN CHẤM
I. Một số chú ý khi chấm bài
	 Đáp án chấm thi dưới đây dựa vào lời giải sơ lược của một cách, khi chấm thi, giám khảo cần bám sát yêu cầu trình bày lời giải đầy đủ, chi tiết, hợp lô-gic và có thể chia nhỏ đến 0,25 điểm.
 Thí sinh làm bài cách khác với Đáp án mà đúng thì Tổ chấm cần thống nhất cho điểm tương ứng với thang điểm của Đáp án.
 Điểm bài thi là tổng điểm các câu không làm tròn số.


II. Đáp án-thang điểm
	Bài 1 (4,0 điểm). Cho dãy số thực  được xác định như sau
                                                  và 
Tìm giới hạn  .

	Ta viết lại dãy số như sau
                                                  
Xét hàm số . Với mỗi , ta có  hay , trong đó  là hàm số xác định trên  và 
	1 điểm

	Tacó 
Do đó  là hàm tăng trên . Vì thế từ  suy ra: với mỗi  dãy  là dãy đơn điệu. Hơn nữa, từ cách xác định dãy  ta thấy .
	1 điểm

	Do đó, với mỗi  dãy  là dãy hội tụ. Với mỗi , đặt , ta có . Hơn nữa, do hàm số  liên tục trên  nên từ  suy ra 
	1 điểm

	Xét hàm số  trên . Ta có 
                          vì 
Suy ra hàm số  giảm trên . Do vậy  sẽ có không quá một nghiệm trên đoạn  hay phương trình  có nghiệm duy nhất . Dễ thấy  nên từ  ta được . Từ đó, vì dãy  là hợp của bốn dãy con  nên  là dãy hội tụ và .■
	1 điểm

	Bài 2 (4,0 điểm). 
Tìm tất cả các đa thức   thỏa mãn 

	Nếu   thì 
	1 điểm

	Nếu  Xét phương trình 
	 
Suy ra  Đặt  
	1 điểm

	Thay vào phương trình đã cho và biến đổi như các bài toán trên, ta được


Suy ra 	
với mọi số thực 
	1 điểm

	Thay  bởi  ta được
	  
Đẳng thức cuối cùng là vô lý với 
Kết luận: Đa thức cần tìm là 
	1 điểm

	Bài 3 ( 4,0 điểm). Cho tam giác nội tiếp đường tròn, đường kính . Trên tia đối của tia  lấy điểmvà qua  vẽ đường thẳng vuông góc với cắt đường thẳng  tại . Từ  vẽ hai tiếp tuyến  đến  (là các tiếp điểm và  nằm cùng phía so với đường thẳng ). Đường thẳng cắt  tại . Gọi  là trung điểm của , đường thẳng  cắt đường thẳng tại . Gọi  là điểm đối xứng vớiqua , từ vẽ đường thẳng vuông góc với  và cắt đường thẳng tại . Chứng minh rằng:
a) .
Đường thẳng  song song với đường thẳng .

	









Gọi  là giao điểm của  và. Khi đó là hình bình hành suy ra, kết hợp với  là trực tâm tam giác 
	1 điểm

	Do  nên 
.
	1 điểm

	Gọi  là giao điểm của với, qua  kẻ đường thẳng song song với  và cắt  tại. Gọi giao điểm của  với ,  lần lượt tại. Để chứng minh song song  tương đương với chứng minh  là trung điểm của hay chứng minh  (tính chất của chùm điều hòa).
Do là đường trung bình của tam giác  nên  là trung điểm của . Khi đó theo hệ thức Newton ta có:  .
 Chứng minh ta chứng minh tam giác  cân tại  và tứ giác  nội tiếp.
	1 điểm

	

Do đó  suy ra tam giác cân tại hay 

 suy ra tứ giác  nội tiếp.
Ta có  do đó  được chứng minh.
	1 điểm

	



Bài 4 (4,0 điểm). Cho  là một số nguyên tố. Chứng minh rằng  nếu và chỉ nếu tử số của  tổng  là một bội của 

	Ta cần chỉ ra rằng



Với 
	1 điểm

	

Từ đó, theo định lý Wolstenholme  với số nguyên tố  suy ra


	1 điểm

	
Và 
	1 điểm

	Vì vậy


	1điểm

	Bài 5 (4,0 điểm). Cho  là họ các tập hợp  thoả mãn đồng thời hai điều kiện:
(i)  ;
(ii)  .
Đặt , với mỗi  ký hiệu  là số các tập hợp thuộc  chứa  và . Tìm giá trị nhỏ nhất của .  


	Giả sử , xét bảng  ô vuông (gồm  hàng,  cột) sao cho tại mỗi ô vuông thứ (hàng thứ , cột thứ ) ta đặt một số  xác định bởi:
.

	1 điểm

	Khi đó:
, ;
, 
 và 

              		    
                          
hay
 .                                                       (2.1)
Ta có:
 		
         		        
                   .                            (2.2)
Từ (2.1) và (2.2) suy ra:
             .                                       (2.3)
Mặt khác, từ  giả thiết  nên với mỗi cặp  luôn tồn tại  hay cặp  được tính ít nhất một lần trong biểu thức , do đó ta có:
.                                  (2.4)
Từ (2.3) và (2.4) ta suy ra . Nếu  thì với mỗi  ta có . 

	1 điểm

	Ta chứng minh không tồn tại  để . Thật vậy, giả sử tồn tại  để , khi đó
       
    		           
     			
Mà 
    
  						     .
Điều này dẫn đến vô lý hay ta có , suy ra (không thoả mãn).
	1 điểm

	Vậy  và  ta chỉ ra có  tập hợp thoả mãn yêu cầu bài toán là: 
, , ,
 	, ,,
,,, , . 

	1 điểm
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Câu 1. (4 điểm) Cho số thực  và số nguyên  Chứng minh rằng dãy số  xác định bởi  và   hội tụ.







Câu 2. (4  điểm) Với mỗi số nguyên dương , kí hiệu  là tổng các chữ số của . Tìm tất cả các đa thức  sao cho với mọi số nguyên  thì  và .












Câu 3: (4 điểm) Cho tam giác   nội tiếp . Các đường cao  của tam giác .  là giao của tiếp tuyến tại  và tiếp tuyến tại  của   cắt tiếp tuyến tại  của  tại . 

(a) Chứng minh 










(b) Lấy  cắt  tại điểm ;  cắt  tại điểm . Gọi   là giao của  và . Chứng minh rằng 






Câu: (4 điểm) Một số nguyên dương  được gọi là số biểu diễn  nếu với mọi số nguyên dương  nguyên tố cùng nhau với  và với mọi ước nguyên tố lẻ  của , phương trình  có nghiệm nguyên. Tìm số nguyên dương biểu diễn lớn nhất.






Câu 5. (4 điểm) Với mỗi số nguyên , ta gọi tập  là n-tốt nếu và  với mọi  và .
a) 


Giả sử là một tập 3-tốt và  . Chứng minh rằng .
b) 



Giả sử là một tập n-tốt,  chứng minh rằng tồn tại  sao cho  với mọi .

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN CHẤM
ĐỀ ĐỀ XUẤT DUYÊN HẢI BẮC BỘ NĂM 2023






Câu 1. (4 điểm) Cho số thực  và số nguyên  Chứng minh rằng dãy số  xác định bởi  và   hội tụ.
	Câu
	Nội dung chấm
	Điểm

	1
	
Rõ ràng dãy  là dãy tăng
	1,0

	
	Ta có 

                              

Suy ra  
	1,0

	
	Từ đây ta suy ra 

                    
	0,5

	
	Dễ dàng chứng minh được 

                                
Từ đó suy ra 

                                          
Vậy dãy số đã cho bị chặn trên, kết hợp với tính tăng được chứng minh ở trên ta suy ra dãy đã cho hội tụ.
	1,5










Câu 2. (4  điểm) Với mỗi số nguyên dương , kí hiệu  là tổng các chữ số của . Tìm tất cả các đa thức  sao cho với mọi số nguyên  thì  và .

	Câu
	Nội dung chấm
	Điểm

	2
	



Giả sử  là đa thức thỏa mãn yêu cầu đề bài. Do  với mọi  đủ lớn nên hệ số cao nhất của  là một số nguyên dương.
	0,5

	
	


Đặt , với , ta có  là một hằng số 
	0,5

	
	



Nếu tồn tại  thì với  đủ lớn,  sẽ có một dãy các chữ số 9 đủ dài. Vậy  có thể lớn tùy ý (mâu thuẫn). 
	1,0

	
	


Với các hệ số của  đều không âm, cho  với  đủ lớn thì 


	1,0

	
	


Ta biết rằng với mọi số nguyên dương  thì , dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  có 1 chữ số. 
	0,5

	
	




Vậy  với mọi . Từ đây suy ra  với  hoặc 
	0,5















Câu 3: (4 điểm) Cho tam giác   nội tiếp . Các đường cao  của tam giác .  là giao của tiếp tuyến tại  và tiếp tuyến tại  của   cắt tiếp tuyến tại  của  tại . 

(a) Chứng minh 










(b) Lấy  cắt  tại điểm ;  cắt  tại điểm . Gọi   là giao của  và . Chứng minh rằng 








	Câu 
	Nội dung chấm
	Điểm

	
	[image: ]
	

	Ý (a)
	
(+) Chỉ ra 




Bởi  là các đường cao của nên  nội tiếp đường tròn đường kính .





Do đó . Bởi  tiếp xúc với  nên . Suy ra .
	0.5

	
	

(+) Chứng minh  là trung điểm của .




Gọi  là trung điểm của ; là trung điểm của .


Khi đó  nên 




Suy ra  là đường đối trung của tam giác  và do đó nên  đi qua .






Ta có  và  đi qua trung điểm  của nên  là trung điểm của 
	1,0

	
	
(+) Chứng minh 




Ta có  và  là trung điểm của  nên 
	0.5

	Ý (b)
	Trước hết ta có bổ đề:





Bổ đề: Cho tứ giác lồi  và một điểm  nằm trong tứ giác. Khi đó tồn tại  liên hợp đẳng giác với   trong tứ giác khi và chỉ khi .
( Chỉ nêu mà không chứng minh bổ đề chỉ được 0.25 điểm)
Chứng minh:
[image: ]




Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của lên.



 lần lượt là hình chiếu vuông góc của lên.
Chứng minh chiều xuôi:




Bởi  liên hợp đẳng giác với   trong tứ giác nên ta có ; cùng thuộc 1 đường tròn.
Khi đó ta có biến đổi góc:





Suy ra 
Chứng minh chiều ngược:
Ta có :






Do đó nên cùng thuộc 1 đường tròn .



Gọi  là giao của  và .






Gọi  liên hợp đẳng giác với  trong tam giác ;  liên hợp đẳng giác với  trong tam giác.



Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên . 



Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên . 








Khi đó bởi  liên hợp đẳng giác với  trong tam giác  nên cùng thuộc một đường tròn và suy ra  là giao khác  của  với lần lượt .




Tương tự   là giao khác  của  với lần lượt .



Suy ra  và .Do đó nên 


Khi này  liên hợp đẳng giác với   trong tứ giác.
	1,0

	
	Trở lại bài toán:

(+) Chứng minh 
Ta có :


nên .


Ta lại có :  nên .


Chú ý thêm  nên dùng định lý Thales ta có .

Bởi 

Suy ra 


	0,5 

	
	
(+) Chứng minh 
Ta có : 


Chú ý thêm:

 nên 


 đẳng giác trong .


Tương tự  đẳng giác trong .


Áp dụng bổ đề thì liên hợp đẳng giác trong tứ giác .
Do đó nên :


	0,5 








Câu 4: (4 điểm) Một số nguyên dương  được gọi là số biểu diễn  nếu với mọi số nguyên dương  nguyên tố cùng nhau với  và với mọi ước nguyên tố lẻ  của , phương trình  có nghiệm nguyên. Tìm số nguyên dương biểu diễn lớn nhất.

	Câu
	Nội dung chấm
	Điểm

	
	

(+) Bổ đề 1: Phương trình  có đúng 2 nghiệm nguyên dương là .
Chứng minh:

Từ điều kiện đề bài ta có  lẻ.
Theo bổ đề LTE:



Suy ra 

Bằng quy nạp, ta có 



Nếu 

Nếu 
	1,0

	
	




Bổ đề 2: (Bổ đề THUE) Cho  nguyên tố và  nguyên tố cùng nhau với . Khi đó tồn tại thoả mãn 
Chứng minh:

Xét tập 



Số phần tử của  bằng  nên theo nguyên lý Dirichlet tồn tại .

Đặt 


Khi đó  và .
	1,0

	
	Trở lại bài toán: 
(*) Chứng minh mọi số nguyên dương biểu diễn đều không vượt quá 7. 

Giả sử tồn tại  là số nguyên dương biểu diễn.
Ta xét hai trường hợp:


Trường hợp 1:  với  nguyên dương.

Xét . 




Nếu  là luỹ thừa của 3 thì theo bổ đề 1 ta có  hoặc . Suy ra .


(1) Nếu phương trình  không có nghiệm nguyên


(2) Nếu phương trình  không có nghiệm nguyên.

Do đó nên tồn tại ước nguyên tố 



Nếu , vô lý. Do đó nên . Đến đây ta có điều vô lý do  
	0,5

	
	

Trường hợp 2: Có 1 ước nguyên tố thoả mãn 



Nếu , vô lý.


Vậy nên . Bởi  

Suy ra  chẵn.


Nếu tồn tại ước nguyên tố , lẻ thì ta có:



Rõ ràng , vô lý.




Do đó nên  với . Bởi  nên 

Có 

Xét ước nguyên tố  thì có :



, vô lý.
Do đó nên mọi số nguyên dương biểu diễn đều không vượt quá 7.
	0,5

	
	
(*) Chứng minh  là số nguyên dương biểu diễn.




Xét số nguyên dương  nguyên tố cùng nhau với  và với mọi ước nguyên tố lẻ  của ,

Theo bổ đề 2; tồn tại các số nguyên dương  thoả mãn 




Bởi  nên 

Suy ra tồn tại 


Bởi  nên 
· 

· 
 cùng tính chẵn lẻ.

Suy ra , vô lý.
· 



· 



Vậy số nguyên dương biểu diễn lớn nhất là số 7.
	1,0








Câu 5. (4 điểm) Với mỗi số nguyên , ta gọi tập  là n-tốt nếu và  với mọi  và .
a) 


Giả sử là một tập 3-tốt và  . Chứng minh rằng .
b) 



Giả sử là một tập n-tốt,  chứng minh rằng tồn tại  sao cho  với mọi .


	Câu
	Nội dung chấm
	Điểm

	5a

	



 Giả sử  và . Do  nên không mất tính tổng quát ra có thể giả sử thêm .
	1,0

	
	

Suy ra  không chứa 1, 2, 3 nên .
	0,5

	5b
	


 Giả sử tồn tại hai tập hợp trong F mà giao của chúng có đúng 1 phần tử, chẳng hạn , khi đó bằng điều kiện của F ta dễ dàng chứng minh được  với mọi .

	0,5

	
	

Bổ đề: Gọi G là một họ các tập con đôi một giao nhau khác rỗng của . Khi đó . 





Chứng minh: Gọi S là họ các tập con của , dễ thấy . Mặt khác với mọi  thì nhiều nhất một trong hai tập  hoặc  thuộc G. Ta có điều phải chứng minh.
	0,5

	
	
Giả sử mọi cặp hai tập hợp trong F đều có chung ít nhất hai phần tử. Ta sẽ chứng minh rằng quy nạp rằng số phần tử của F sẽ ít hơn  từ đó suy ra mâu thuẫn.

Với , bằng lập luận tương tự phần a, ta suy ra khẳng định đúng.
	0,5

	
	







Giả sử khẳng định đúng tới , xóa đi phần tử  trong mọi tập hợp của F, khi đó các tập hợp không chứa  sẽ vẫn giao với các tập hợp khác tại đúng hai phần tử nên số tập hợp như vậy sẽ nhỏ hơn hẳn .  Các phần tử chứa  sau khi xóa đi  sẽ vẫn là họ các tập con phân biệt đôi một giao nhau khác rỗng của  nên số lượng của chúng không quá . Theo nguyên lý quy nạp ta có điều phải chứng minh.
	1,0



	HỘI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
VÙNG DH&ĐB BẮC BỘ

 (
ĐỀ CHÍNH THỨC
)
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	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI
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Câu 1. (4,0 điểm) Cho dãy số  xác định bởi 

a) Tính .

b) Tính .

        Câu 2. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn:

.




Câu 3. (4,0 điểm) Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O) sao cho AB cắt CD tại E và AD cắt BC tại F. Gọi G là giao điểm của AC và BD. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE và đường tròn ngoại tiếp tam giác CDF cắt nhau tại D và H. Phân giác trong góc  cắt AB, AD lần lượt tại I, J và phân giác trong góc  cắt CB, CD lần lượt tại K, L. Gọi  lần lượt là giao điểm của BH với AD và CD;  lần lượt là giao điểm của DH với BC và BA.  Chứng minh rằng: 

a) Ba điểm  thẳng hàng.

b) Các đường thẳng  đồng quy.





Câu 4. (4,0 điểm) Cho  là hai số nguyên dương có tính chất: với mỗi số nguyên dương , nếu  là lập phương đúng của một số nguyên dương thì  cũng là lập phương đúng của một số nguyên dương. Chứng minh rằng  là một số chính phương.
Câu 5. (4,0 điểm) Sắp xếp 9 học sinh đứng cách đều nhau trên một vòng tròn tại vị trí 9 đỉnh của một đa giác đều. Chứng minh rằng tồn tại hai tam giác (có đỉnh là đỉnh đa giác đều) bằng nhau (các đỉnh của hai tam giác có thể trùng nhau nhưng hai tam giác là phân biệt) mà tất cả học sinh đứng ở các đỉnh của hai tam giác đó là cùng giới.
(Giả thiết rằng mỗi em học sinh trong 9 em học sinh này chỉ thuộc một trong 2 giới là nam hoặc nữ).
………………………HẾT………………………

Họ và tên thí sinh: …………………………………   Số báo danh: ………………………
Lưu ý:	- Thí sinh không được sử dụng tài liệu
  - Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm


HƯỚNG DẪN CHẤM
	

Câu 1 (4,0 điểm). Cho dãy số   xác định bởi



a) Tính .

b) Tính .
(Dựa theo THPT Chuyên Nguyễn Trãi – Hải Dương).
	
Điểm

	

a) Từ giả thiết ta có , suy ra dãy  đơn điệu giảm. 



Lại do  nên , do đó  có giới hạn hữu hạn.



Giả sử  có giới hạn hữu hạn là , từ  ta có


 .
	0,5
0,5

0,5

	
b) Tiếp theo, ta tính .



Nếu  hoặc  thì .


Nếu  ta có .

Suy ra .


Ta sử dụng bổ đề quen thuộc : Nếu  thì  .

Ta có . 
	
0,5


1,0

0,5


0,5

	
Câu 2 (4,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn:

.
(Dựa theo THPT Chuyên Lê Quý Đôn – Điện Biên)
	Điểm

	

Cho  ta được .

Chứng minh  là hàm tăng.



Giả sử . Khi đó tồn tại  để .


Chọn  sao cho .

Khi đó . 

Vậy  là hàm tăng. 
	1,0

	

Trường hợp 1: Tồn tại  sao cho .


Do  tăng nên .

Ta có  

 

 
	1,0

	



Giả sử , với , ta chọn  để . 


Khi đó  .
Thử lại thấy đúng.
	1,0

	

Trường hợp 2: , khi đó  tăng ngặt.

Ta có  




Lại do  tăng ngặt nên ta suy ra  Thay vào phương trình hàm ở đầu bài ta được , do đó  .


Vậy các hàm số thỏa mãn yêu cầu đầu bài gồm  và . 
	1,0

	



Câu 3 (4,0 điểm). Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn (O) sao cho AB cắt CD tại E và AD cắt BC tại F. Gọi G là giao điểm của AC và BD. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE và đường tròn ngoại tiếp tam giác CDF cắt nhau tại D và H. Phân giác trong góc  cắt AB, AD lần lượt tại I, J và phân giác trong góc  cắt CB, CD lần lượt tại K, L. Gọi  lần lượt là giao điểm của BH với AD và CD;  lần lượt là giao điểm của DH với BC và BA.  Chứng minh rằng: 

a) Ba điểm  thẳng hàng.

b) Các đường thẳng  đồng quy.
(Nguồn: THPT Chuyên Lê Quý Đôn – Bình Định)
	Điểm

	Chứng minh dưới đây dựa theo hình vẽ dưới đây. Các trường hợp khác của hình vẽ đều có chứng minh tương tự.

a) Trước hết ta chứng minh H, E, F thẳng hàng. Thật vậy, do các tứ giác ABCD, AEHD, CFHD nội tiếp nên ta có  . 

Do đó .
Suy ra H, E, F thẳng hàng.
	

0,5

	

Ngoài ra do H là điểm Miquel của tứ giác toàn phần  nên  là tứ giác nội tiếp.
Xét hai tam giác HCB và HDA, ta có

	

.
Suy ra hai tam giác HCB và HDA đồng dạng. Do đó 

	
	

0,5

	 
	



	


Dễ thấy  và đồng dạng nên 

Theo giả thiết thì  HL, HI lần lượt là phân giác trong của  nên ta lại có


	

0,5

	




Từ (1), (2), (3) ta được  và . Suy ra  tương ứng là phân giác trong các góc  và . Mà hai góc này là hai góc đối đỉnh nên G, I, L thẳng hàng. 
	


0,5

	
b) Ta sẽ chứng minh KJ và MN, đồng quy tại G. 
[bookmark: OLE_LINK6][bookmark: OLE_LINK7]Xét hai tam giác AJI và CKL ta có CK cắt AJ tại F, IJ cắt KL tại H, IA cắt LC tại E. Mà H, F, E thẳng hàng nên theo định lý Desargues thì AC, JK, IL đồng quy tại G. 
	0,5
0,5

	

Xét  hai tam giác FAC và HBD có FH, AB, CD đồng quy tại . Mà FA cắt HB tại M, AC cắt BD tại G, FC cắt HD tại N  nên theo định lý Desargues thì M, N, G thẳng hàng. 












Lại xét hai tam giác BHD và CEA, có  đồng quy tại ;  cắt  tại   cắt  tại  cắt  tại  nên ta cũng có  thẳng hàng.
	0,5


0,5

	




[bookmark: _Hlk140178855]Câu 4 (4,0 điểm). Cho hai số nguyên dương  thỏa mãn tính chất: với mỗi số nguyên dương , nếu  là lập phương đúng của một số nguyên dương thì  cũng là lập phương đúng của một số nguyên dương. Chứng minh rằng  là một số chính phương.
(Nguồn: THPT Chuyên Chu Văn An – Hà Nội)
	
Điểm

	
Đặt , khi đó 


là lập phương đúng của một số nguyên dương.


Vì thế tồn tại vô số số nguyên dương  để  là lập phương đúng của một số nguyên dương.
	
1,0

	




Bổ đề: Cho đa thức  hệ số nguyên có bậc bằng 3 thỏa mãn với mọi số nguyên dương  thì  là lập phương đúng. Khi đó sẽ tồn tại đa thức hệ số nguyên  sao cho .
	
0,5

	


Chứng minh bổ đề: Viết  với , .



Với mỗi số nguyên dương , tồn tại số nguyên  để  .

Ta có với mọi số nguyên dương  thì



                

            .







Vì vậy , ta lại có giới hạn của một dãy số nguyên là một số nguyên nên  là số nguyên và tồn tại  để . Khi đó sẽ tồn tại số nguyên  để  và .



Ta có  nên , ở đây .



Vì vậy  nên , lúc này ta chọn  là bổ đề được chứng minh.
	




1,5

	Trở lại bài toán:


Với  đã chọn ở phía trên, theo giả thiết ta có  cũng là lập phương đúng.



Xét đa thức , ta có  là lập phương đúng với mọi số nguyên dương 


Áp dụng bổ đề thì sẽ tồn tại các số nguyên  để 


Vì Vậy sau khi đồng nhất hệ số ta sẽ có được  nên .

Lúc này có  là số chính phương, từ đó ta có điều phải chứng minh.
	

1,0

	Câu 5 (4,0 điểm). Sắp xếp 9 học sinh đứng cách đều nhau trên một vòng tròn tại vị trí 9 đỉnh của một đa giác đều. Chứng minh rằng tồn tại hai tam giác (có đỉnh là đỉnh đa giác đều) bằng nhau (các đỉnh của hai tam giác có thể trùng nhau nhưng hai tam giác là phân biệt) mà tất cả học sinh đứng ở các đỉnh của hai tam giác đó là cùng giới.
(Giả thiết rằng mỗi em học sinh trong 9 em học sinh này chỉ thuộc một trong 2 giới là nam hoặc nữ).
(Nguồn: THPT Chuyên Bắc Ninh)
	Điểm

	
Giả sử 9 học sinh đứng đứng cách đều nhau trên một vòng tròn tại vị trí 9 đỉnh của một đa giác đều. Khi đó 9 đỉnh này tạo thành đa giác đều  
Vì có 9 học sinh đứng tại 9 đỉnh nên có ít nhất 5 đỉnh có học sinh cùng giới (hoặc là nam hoặc là nữ). Để cho tiện, ta giả sử 5 đỉnh này có 5 học sinh nam đứng (tương tự nếu là 5 học sinh nữ).

Gọi một tam giác có 3 đỉnh mà 3 học sinh nam đứng là tam giác nam, như vậy có ít nhất  tam giác nam.
	1,0

	Bây giờ ta sẽ chứng minh có hai tam giác nam bằng nhau:


Thấy 9 đỉnh của đa giác chia đường tròn ngoại tiếp nó thành 9 cung bằng nhau   và cung ta gọi mỗi cung này là một “mảnh”. 







Không mất tính tổng quát, gọi  là tam giác có . Hơn nữa sốlà số mảnh của cung  không chứa điểm (); tương tự ta định nghĩa như thế cho số .
	1,0

	

Tương ứng mỗi tam giác  với một bộ ba , ta nhận thấy rằng:




 và  Chẳng hạn, tam giác với 3 đỉnh  ta gọi là tam giác  tương ứng với một bộ ba (2; 3; 4) theo thứ tự đó. 


Như vậy, các tam giác bằng nhau ứng với cùng một bộ ba số như định nghĩa, trong khi các tam giác không bằng nhau ứng với các bộ ba khác nhau. Từ đó, ta xây dựng một song ánh giữa các lớp tam giác bằng nhau với tập hợp các bộ ba số nguyên dương có thứ tự , với  (*).
	1,0

	
Vì có 7 bộ số là và (3,3,3) thỏa mãn (*) nên có 7 lớp tam giác bằng nhau. Lại do có ít nhất 10 tam giác nam nên có một lớp có ít nhất 2 tam giác nam. Vậy ta có điều phải chứng minh.
	1,0




………………………HẾT……………………..


	
ĐỀ ĐỀ XUẤT

Đề thi gồm 01 trang 
	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI CÁC TRƯỜNG THPT CHUYÊN
KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
LẦN THỨ XIV, NĂM 2023

ĐỀ THI MÔN: TOÁN HỌC - LỚP 11
Thời gian: 180 phút (Không kể thời gian giao đề)


Bài 1. (4,0 điểm) 

       Cho dãy số (an) xác định bởi  
      a) Chứng minh dãy số (an) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 



      b) Đặt  với mỗi số nguyên dương n. Tìm  (phần nguyên của  ).
Bài 2. (4,0 điểm) 


      Tìm tất cả các hàm số , biết rằng  là hàm số chẵn và thỏa mãn:


 với mọi .
Bài 3. (4,0 điểm) 
























      a) Cho tam giác  nội tiếp  có . Gọi  là trung điểm của cung  không chứa  Trên  đoạn  lấy điểm  khác  sao cho  Đường thẳng cắt  tại  (). Trên  lấy điểm  sao cho  Đường thẳng  cắt  tại  Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt  tại ().





         i) Chứng minh  đối xứng với  qua ;  là trung trực của .





         ii) Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh:  đi qua trung điểm của 



















      b) Cho tam giác  các đường cao trực tâm . Gọi là trung điểm . Đường tròn  cắt đường tròn  tại ( thuộc cung ,  thuộc cung . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại ( thuộc cung ,  thuộc cung ).


i) Chứng minh rằng ba điểmthẳng hàng và ba điểm  thẳng hàng.

ii) Chứng minh rằng ba đường thẳng  đồng quy .
Bài 4. (4,0 điểm) 



        Giả sử phương trình với các hệ số nguyên a,b,c có ba nghiệm nguyên là . Chứng minh rằng: chia hết cho 1579. 
Bài 5. (4,0 điểm) 
          Tìm độ dài bé nhất của cạnh một tam giác đều, sao cho ta có thể đặt vào bên trong tam giác này ba đĩa tròn có bán kính lần lượt là 2, 3, 4 mà ba đĩa tròn này từng đôi một không có phần nào chồng lên nhau( tức là phần trong của các đĩa không có điểm chung).
-------------- HẾT --------------
(Thí sinh không được sử dụng tài liệu. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.)
Họ và tên thí sinh: ……………………………..………… Số báo danh: …………………….….
HƯỚNG DẪN CHẤM
	Bài 
	Nội dung trình bày
	Điểm

	Bài 1
	
Cho dãy số (an) xác định bởi  
a) Chứng minh dãy số (an) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 


b) Đặt  với mỗi số nguyên dương n. Tìm 

(phần nguyên của  ).
	4,0

	1a
	Chứng minh dãy số (an) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 
	2,0

	
	
Ta có    
	0,5

	
	

Mặt khác   
	0,5

	
	
Do đó chứng minh bằng quy nạp theo n ta có  
suy ra (an) bị chặn dưới bởi 0.
	0,5

	
	

Vậy Do đó từ (1) a(a-1)2=0  vậy a =0    
	0,5

	1b
	

Đặt  với mỗi số nguyên dương n. Tìm 

(phần nguyên của  ).
	2,0

	
	Ta có 



	0,5

	
	

	0,5

	
	

	0,5

	
	

0< 
	0,5

	Bài 2
	

Tìm tất cả các hàm số , biết rằng  là hàm số chẵn và thỏa mãn:


 với mọi .
	4,0

	
	
Xét PT : , (1)



Từ (1) cho , ta có:       với mọi 
	0,5

	
	



Nếu  thì  với mọi . Khi đó  không thỏa mãn (1).  

Do đó  
	0,5

	
	



Từ (1) thay  bởi  và  bởi , ta được:

, (2)
	0,5

	
	



Từ (1) thay  bởi  và  bởi , ta được:

, (3)
	0,5

	
	
Vì là hàm số chẵn nên viết (3) lại như sau:

, (4)
	0,5

	
	Lấy (4) trừ (2) vế theo vế ta được:


 với mọi 
	0,5

	
	

Suy ra:  với mọi .	
	0,5

	
	
Thử lại ta thấy  thỏa mãn yêu cầu đề bài.
	0,5

	Bài 3
	
	4,0

	
	
	

	3a
	
	2,0

	
	




[image: ]Ta có Suy ra  hay  đối xứng với  qua 
	0,5

	
	

Ta có . Kết hợp với 



  là đường trung trực của 
	0,5

	
	









Ta có  tứ giác  nội tiếp mà  cắt  tại  là đường kính của  
	0,5

	
	






Mặt khác   cùng vuông góc với  nên  tứ giác  là hình bình hành. Vậy  đi qua trung điểm của 
	0,5

	3b
	
	2,0

	
	[image: ]
	

	
	





















Gọi  là chân đường cao kẻ từ của tam giác ,  là các giao điểm của với đường tròn ,( thuộc cung ,  thuộc cung ), cắt  tại điểm thứ hai ,  cắt  tại .                                                         Ta có :  , Xét phép nghịch đảo  tâm  tỷ số  thì  nên  .         
	0,5

	
	






Lại có  nên .                                                               Ta có  nên  thì  suy ra  thẳng hàng.  Chứng minh tương tự ta có thẳng hàng.
	0,5

	
	








Hai tam giác  và  có ( vì ) nên đồng dạng , do đó  suy ra đường tròn  tâm  bán kính  trực giao với đường tròn .







Gọi  là giao điểm thứ hai của  với đường tròn  thì   hay , tương tự             





Ta có  nội tiếp nên  suy ra  có  phương tích với hai đường tròn bằng nhau nên  .     
	0,5

	
	




Gọi . Áp dụng định lý Brocard cho tứ giác  nội tiếp đường tròn  ta có  là trực tâm tam giác 


suy ra  là trực tâm tam giác .


Vậy ba đường đồng quy tại .
	0,5

	Bài 4
	


Giả sử phương trình:  với các hệ số nguyên a,b,c có ba nghiệm nguyên là . Chứng minh rằng: chia hết cho 1579. 
	4,0

	
	

Phương trình viết lại , đặt 
	0,5

	
	

Áp dụng định lí Farmat nhỏ, ta có nên 
	0,5

	
	
Nếu  thì bài toán được chứng minh xong. 
	0,5

	
	
Nếukhông chia hết cho 1579 thì ta được:


	0,5

	
	
	

	
	

	0,5

	
	

	0,5

	
	


Từ đó suy ra  mà  nên 
	0,5

	
	

Do đó . Vậy chia hết cho 1579.
	0,5

	Bài 5
	Tìm độ dài bé nhất của cạnh một tam giác đều, sao cho ta có thể đặt vào bên trong tam giác này ba đĩa tròn có bán kính lần lượt là 2, 3, 4 mà ba đĩa tròn này từng đôi một không có phần nào chồng lên nhau( tức là phần trong của các đĩa không có điểm chung).
	4,0

	
	Giả sử trong tam giác đều ABC có đặt hai đĩa tròn có bán kính 3 và 4, với phần trong không có điểm chung. Lúc đó, rõ ràng tồn tại một đường thẳng d tách chúng ra. Đường thẳng này chia tam giác ABC thành 1 tam giác và 1 tứ giác hoặc 2 tam giác. Trong cả 2 trường hợp, ta đều dịch chuyển hai đĩa sao cho chúng tiếp xúc với hai cạnh của tam giác ABC(như hình 1).
 [image: ]
	0,5

	
	Giả sử đĩa thứ nhất tiếp xúc với hai cạnh góc A, đĩa thứ hai tiếp xúc với hai cạnh góc B, ta dịch chuyển cạnh BC song song với chính nó, cho đến khi hai đĩa tiếp xúc với nhau như hình 2. 
 [image: ]
	0,5

	
	Từ đó ta nhận được tam giác A1B1C1 có cạnh ngắn hơn cạnh tam giác ABC mà trong tam giác này có đặt 2 đĩa bán kính 3 và bán kính 4 với phần trong không có điểm chung.
	0,5

	
	



Đặt A1B1 = x, gọi I là tâm của tam giác đều A1B1C1, ta có , vì đĩa bán kính 4 nội tiếp trong tam giác đều A1B1C1 nên , do đó , tức là . 
	0,5

	
	
	

	
	
Ta lại có, 
	0,5

	
	
Áp đụng định lí cosin cho tam giác , ta được


	0,5

	
	


Do  nên suy a . Vậy .
	0,5

	
	[image: ]

Ngoài ra khi tam giác đều ABC có cạnh bằng  thì ta đặt được ba đĩa tròn có bán kính 2,3,4 mà chúng đôi một không có phần trong chung. 

Vậy cạnh của tam giác đều thỏa bài toán là 
	0,5


LƯU Ý CHUNG
- Hướng dẫn chấm chỉ trình bày một cách giải với những ý cơ bản phải có. Khi chấm bài học sinh làm theo cách khác nếu đúng và đủ ý thì vẫn cho điểm tối đa.
- Điểm toàn bài tính đến 0,5 và không làm tròn.
- Với bài hình học nếu thí sinh không vẽ hình phần nào thì không chấm điểm cho phần đó.


	TRƯỜNG THPT CHUYÊN THÁI BÌNH

	ĐỀ ĐỀ NGHỊ THI HSG CÁC TRƯỜNG CHUYÊN KHU VỰC DUYÊN HẢI BẮC BỘ
Môn Toán 11
Thời gian: 180 phút








Bài 1 (4 điểm). Cho dãy số thực  xác định bởiTính  và tìm . (  kí hiệu phần nguyên của số thực ).

Bài 2 (4 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện 


	 với mọi .
















Bài 3 (4 điểm).Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và có trực tâm  Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và gọi  là điểm đối xứng với  qua , gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh rằng đường thẳng  đi qua trực tâm của tam giác 
Bài 4 (4 điểm). Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho tồn tại số nguyên dương n thỏa mãn 










Bài 5 (4 điểm). Cho bảng ô vuông  kích thước  gồm  ô vuông đơn vị, mỗi ô vuông đơn vị được tô bởi một trong ba màu đen, trắng hoặc xám. Một cách tô màu được gọi là đối xứng nếu mỗi ô vuông đơn vị có tâm trên đường chéo  được tô màu xám và mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được tô cùng màu đen hoặc cùng màu trắng. Người ta điền vào mỗi ô xám số , mỗi ô trắng một số nguyên dương và mỗi ô đen một số nguyên âm. Một cách điền số như vậy được gọi là  cân đối (với  là số nguyên dương) nếu thỏa mãn các điều kiên sau:


(i) Mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được điền cùng một số nguyên thuộc đoạn .
(ii) Nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô đen thì tập các số nguyên dương được điền trên hàng đó và tập số nguyên dương được điền trên cột đó không giao nhau, nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô trắng thì tập các số nguyên âm được điền trên hàng đó và tập các sô nguyên âm được được điền trên cột đó không giao nhau.


Tìm giá trị nhỏ nhất của  để với mọi cách tô màu đối xứng, luôn tồn tại cách điền  cân đối.
*** Hết ***
ĐÁP ÁN THANG ĐIỂM ĐỀ THI CHỌN HSG NĂM 2023
	Bài
	Nội Dung
	Điểm

	Bài 1





















































Bài 2

















































Bài 3

































































































Bài 4























































Bài 5









































	
1,Từ cách xác định dãy số ta suy ra 

Ta có  

Do đó dãy  là dãy tăng.



Giả sử dãy  bị chặn trên. Khi đó dãy  có giới hạn hữu hạn. Đặt 

Từ hệ thức truy hồi bằng cách chuyển qua giới hạn ta được  suy ra vô lí


Vậy dãy  không bị chặn trên, suy ra 

Ta có 


Vì  nên 

Theo định lí trung bính Cesaro ta có 

2, Từ  ta có




Với mỗi  nguyên dương, đặt . Ta có 



Ta chứng minh 

Thật vậy xét hàm số 

Ta có 


Do đó hàm số  nghịch biến trên 

Mặt khác ta có 


Suy ra 

Rõ ràng với  thì bất đẳng thức trong bổ đề đúng


Với  ta có 
Vậy bổ đề được chứng minh

Theo bổ đề ta có 

Kết hợp lại ta được 

Do đó ta có 

Từ đó ta có 

[image: ]

Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện 


 với mọi .

Giả sử hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán.


Cho  ta được .


Đặt  ta được .



Thay  vào  ta được 


1, Nếu . Thay  ta được 


 suy ra 



Thay  vào  ta được 


Chọn  thì 

Từ đó ta được 

Suy ra .



2, Nếu thì  hay . 

Từ đó ta có 


Với đặt 


Thay   vào ta có



Suy ra .


Thay  ta có 


Thay  ta có 

Từ đó ta có 


Thay  ta được 


Từ đó ta có  là toàn ánh. Thay  ta được





Vì  là toàn ánh nên đặt  ta được .



Thay vào  ta được  nên 

Thử lại ta thấy các hàm số  thỏa mãn bài toán.

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là .
















Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và có trực tâm  Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và gọi  là điểm đối xứng với  qua , gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh rằng đường thẳng  đi qua trực tâm của tam giác 









Bổ đề. Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và nội tiếp đường tròn . Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  là trực tâm tam giác . Khi đó ba điểm  thẳng hàng.
Chứng minh bổ đề [image: ]







Gọi  lần lượt là giao điểm thứ hai của  với đường tròn . Khi đó ta có  nên  là đường trung trực của . Do đó .



Chứng minh tương tự ta có . Từ đó ta có là trực tâm tam giác .












Ta có  nên  đồng dạng với . Do đó tồn tại phép vị tự biến trực tâm  và tâm đường tròn ngoại tiếp  của  thành trực tâm  và tâm đường tròn ngoại tiếp  của . Từ đó ta có  thẳng hàng và  là đường thẳng Euler của .
Trở lại bài toán

[image: ]











Gọi  lần lượt là trung điểm của . Gọi  lần lượt là điểm đối xứng với  qua . Ta có  là hình thoi. Do đó ta có  suy ra . Từ đó ta có  là trực tâm tam giác .


Tam giác  nội tiếp đường tròn đường kính cho nên ta có 







Vì  là trực tâm tam giác  và tam giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên ta có 



Từ  và  ta có 





Ta có , do đó . Từ đó ta có  đồng dạng với tam giác  suy ra .



Lấy điểm   trên sao cho 








Ta có  do đó tứ giác  là hình thang cân có trục đối xứng . Do đó  đối xứng với  qua . Do đó nghĩa là  thẳng hàng.

Chứng minh tương tự ta có  thẳng hàng.

Theo bổ đề ta có  thẳng hàng.



Vậy  đi qua trực tâm  của tam giác .

	
Ta xét các trường hợp của .

+)  không thỏa mãn.


+)  


+)  


	
Ta chứng minh với  phương trình không có nghiệm nguyên
dương n. Thật vậy

Đặt  ta có 










 là ước của  với. 

Đặt  


	
Từ (*), ta có 



Vậy cả hai trường hợp của  ta đều có 


với 




Mà  


	


Đặt . Từ (1) ta có mà 

Từ (**) ta thấy 


Do  


Mặt khác  nên 



Khi đó 




	
Mà 

Nhưng 


Do là hai số lẻ nguyên tố cùng nhau và có hiệu là  


nên khi một trong hai số đó chia hết cho 

Suy ra 


                  

Mà vô lí


Vậy  hoặc  là các giá trị cần tìm.












Cho bảng ô vuông  kích thước  gồm  ô vuông đơn vị, mỗi ô vuông đơn vị được tô bởi một trong ba màu đen, trắng hoặc xám. Một cách tô màu được gọi là đối xứng nếu mỗi ô vuông đơn vị có tâm trên đường chéo  được tô màu xám và mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được tô cùng màu đen hoặc cùng màu trắng. Người ta điền vào mỗi ô xám số , mỗi ô trắng một số nguyên dương và mỗi ô đen một số nguyên âm. Một cách điền số như vậy được gọi là  cân đối (với  là số nguyên dương) nếu thỏa mãn các điều kiên sau:


(i) Mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được điền cùng một số nguyên thuộc đoạn .
(ii) Nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô đen thì tập các số nguyên dương được điền trên hàng đó và tập số nguyên dương được điền trên cột đó không giao nhau, nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô trắng thì tập các số nguyên âm được điền trên hàng đó và tập các sô nguyên âm được được điền trên cột đó không giao nhau.


Tìm giá trị nhỏ nhất của  để với mọi cách tô màu đối xứng, luôn tồn tại cách điền  cân đối.
Điều kiện cần


Xét cách tô màu xen kẽ đen trắng như bàn cờ (hình vẽ), trong đó vị trí được tô đen nếu  chẵn, ngược lại thì tô trắng.


Xét hai ô trắng bất kì trong bảng ô vuông ở vị trí   với  .






Nếu   và   cùng chẵn thì   và  cùng lẻ, do đó một trong hai ô  hoặc   được tô màu đen. Suy ra hai ô trắng phải được điền số khác nhau.
            [image: ]





Nếu và   cùng lẻ thì xét ô  điền cùng số với ô  và cũng tương tự như trên ta suy ra hai ô phải được điền số khác nhau.

Suy ra tất cả các ô trắng ở nửa trên bên phải của bảng phải được điền các số khác nhau. Do đó ta phải có 
Điều kiện đủ




Ta sẽ chứng minh rằng  thỏa mãn bài toán bằng phép chứng minh quy nạp. Với bảng ô vuông kích thước  với  nguyên dương thì 


Khẳng định là rõ ràng với Xét .

Giả sử khẳng định đúng với mọi số nguyên dương nhỏ hơn 


Đánh số các hàng và cột từ . Ta chứng minh rằng với mọi vị trí các ô đen thì luôn tồn tại cách điền các số nguyên dương không vượt quá  vào các ô trắng còn lại trong bảng (trường hợp điền số nguyên âm thì tương tự vì tính bình đẳng).










Xét đồ thị  trong đó  là tập hợp các đỉnh, đỉnh thứ  ứng với hàng  với , còn  là tập hợp các cạnh, trong đó cạnh nối từ đỉnh thứ  đến đỉnh thứ  nếu như tại ô  và tại ô  là tô màu trắng.
Áp dụng định lí Mantel – Turan ta có:




Nếu đồ thị  không chứa tam giác thì đồ thị G có không quá  cạnh, hay là trong bảng có không quá  ô trắng, do đó có thể dùng  số nguyên dương phân biệt để điền vào các ô trắng.


Giả sử đồ thị  có chứa tam giác, chẳng hạn các đỉnh  được nối với nhau. 



Do đó các ô  được tô màu trắng. Khi đó các số điền vào các ô trắng đó không nhất thiết phân biệt và tập hợp các ô trắng còn lại (nếu có) trên các hàng  cũng không nhất thiết phải rời nhau. Rõ ràng trên mỗi hàng còn lại không quá  ô như  thế.

Do đó ta có thể sử dụng một số để điền vào các ô trắng ở trên và không quá  để điền vào các ô trắng còn lại trong hàng.



Nếu không tính các hàng thì ta còn lại hàng, theo giả thiết quy nạp thì cần không quá số nguyên dương cho các hàng đó.

Như vậy tổng cộng ta cần không quá  số nguyên dương.

Như vậy trong mọi trường hợp ta cần không quá  số nguyên dương. Từ đó ta có điều phải chứng minh.
*** Hết ***
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Thời gian làm bài: 180 phút
( Đề này có 05 câu; gồm 01 trang)





Câu 1. (4,0 điểm) Cho dãy số  được xác định bởi  và .



Đặt , (). Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

Câu 2. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn:


















Câu 3. (4,0 điểm) Cho tam giác nhọn không cân  ngoại tiếp đường tròn . Đường tròn  tiếp xúc với  theo thứ tự tại . Đường trung tuyến ứng với đỉnh  của hai tam giác  và  lần lượt cắt  tại  ( nằm cùng phía với  so với ). Trên đường thẳng  lấy  sao cho .



a) Chứng minh  nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn  và .






b) Giả sử trực tâm  của tam giác  nằm trên . Chứng minh tồn tại đường thẳng  tiếp xúc với ba đường tròn có tâm là  và đều đi qua . 



Câu 4. (4,0 điểm) Xét dãy số nguyên dương  có  và thỏa mãn: với mỗi cặp số nguyên dương  bất kỳ thì

.

Tìm giá trị lớn nhất của .
Câu 5. (4,0 điểm) Mỗi đường chéo của đa giác đều 2020 cạnh đã được sơn một trong n màu. Biết rằng hai đường chéo cắt nhau tại một điểm bên trong đa giác thì tô màu khác nhau. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của n có thể được?         
[bookmark: _Hlk138446657]-------------------------- HẾT --------------------------
Thí sinh không được sử dụng tài liệu. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.

ĐÁP ÁN VÀ BIỂU ĐIỂM CHẤM
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
(4,0 điểm)
	


Cho dãy số  được xác định bởi  và .



Đặt , (). Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm 
giới hạn đó.

	
	Ta có

.
	0,5

	
	
Do đó: 
	0,5

	
	
Mặt khác: 
	0,5

	
	

	0,5

	
	

	0,5

	
	
Suy ra 

	0,5

	
	
Do  
	0,5

	
	
nên theo định lý về giới hạn kẹp giữa suy ra .
	0,5

	2
(4,0 điểm)
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn:



	
	
Giả sử   là hàm số thỏa mãn 

                                             (1)

Ta sẽ chứng minh .                     (2)

Ta thấy thỏa mãn.					


Xét không đồng nhất bằng 0. Đặt 
	0,5

	
	
Trong (1) thay y bằng  ta có                

                       (3)
	0,5

	
	
Trong (1) thay y bằng  và kết hợp với (3) ta có 

               
                                                                                                        (4)
	0,5

	
	

Ta sẽ chứng minh  nhận mọi giá trị trong  



Thật vậy vì  không đồng nhất bằng 0 nên tồn tại  sao cho 
	0,5

	
	
Trong (1) thay x bởi x0 ta có  

Suy ra                               (5)                                
	0,5

	
	


Vì  nên vế phải của (5) nhận mọi giá trị trong  suy ra vế trái của (5) nhận mọi giá trị trong .



 Do đó với mọi  luôn tồn tại   để 
	0,5

	
	
Thay vào (4) ta có . 

Kết hợp với (3) suy ra .
	0,5

	
	
Suy ra , thử lại thỏa mãn, (phải thử lại)

Vậy .
	0,5

	3
(4,0 điểm)
	















Cho tam giác nhọn không cân  ngoại tiếp đường tròn . Đường tròn  tiếp xúc với  theo thứ tự tại . Đường trung tuyến ứng với đỉnh  của hai tam giác  và  lần lượt cắt  tại  ( nằm cùng phía với  so với ). Trên đường thẳng  lấy  sao cho .



a) (2,0 điểm) Chứng minh  nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn  và .

	
	











Đường thẳng  cắt  tại  và cắt  tại .  cắt tại . Ta thấy  là trung tuyến ứng với đỉnh  của tam giác  và  nên 


	0,5

	
	
	

	
	



Lấy  cắt  tại . Khi đó 
	0,5

	
	




Suy ra tứ giác  là tứ giác điều hòa mà dễ thấy là tứ giác điều hòa nên  nên là tiếp tuyến của .
	0,5

	
	






Ta có  đi qua . Chứng minh tương tự  đi qua  nên dễ thấy  nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn  và . 
	0,5

	
	





b) (2,0 điểm) Giả sử trực tâm  của tam giác  nằm trên . Chứng minh tồn tại đường thẳng  tiếp xúc với ba đường tròn có tâm là  và đều đi qua . 

	
	


Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên cạnh đối diện trong tam giác 



Xét phép nghịch đảo cực  phương tích  biến 
	1,0

	
	







 và phép nghịch đảo này biến  thành đường thẳng  nào đó do  thuộc  và do  tiếp xúc với  nên  tiếp xúc với ba đường tròn 	
	0,5

	
	




Xét phép vị tự tâm  tỉ số 2 biến  thành  và biến ba đường tròn trên thành ba đường tròn lần lượt có tâm là  và cùng đi qua  
suy ra điều phải chứng minh.
	0,5

	4
(4,0 điểm)






	


Xét dãy số nguyên dương  có  và thỏa mãn: với mỗi cặp số nguyên dương  bất kỳ thì

.

Tìm giá trị lớn nhất của .

	
	



Với  ta có  nên  và .

Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng với mọi  thì ta có


 và             (*).
	0,5

	
	
- Với  thì (*) đúng.


- Giả sử khẳng định (*) đúng với , ta sẽ chứng minh (*) đúng với .

Thật vậy: .

Ngoài ra ta cũng có 

Suy ra 


Mà  nên 
	0,5

	
	
Suy ra  (theo giả thiết quy nạp).

Để chứng minh  
	0,5

	
	
ta quy về cần chứng minh      (1).



Ta có  đúng do  là dãy số nguyên dương và   (giả thiết quy nạp).

Từ đó .
Theo nguyên lý quy nạp thì khẳng định (*) được chứng minh.
	0,5

	
	


Từ (*) ta có  mà  nên .


Ta sẽ chứng minh giá trị lớn nhất của  là .
	0,5

	
	


Xây dựng dãy số  thỏa mãn  với .

Ta cần kiểm tra tính chất của đề bài đúng với mọi cặp số nguyên dương .
	0,5

	
	

TH1: Với  lẻ thì ta có  nên tính chất thỏa mãn.



TH2: Với  chẵn, đặt . Khi đó, ta lại xét tiếp tính chẵn lẻ của .




 chia hết cho . 
	0,5

	
	





 chia hết cho . Vậy dãy số trên thỏa mãn điều kiện bài toán. Kết luận: Giá trị lớn nhất của  là .
	0,5

	5
(4,0 điểm)
	 Mỗi đường chéo của đa giác đều 2020 cạnh đã được sơn một trong n màu. Biết rằng hai đường chéo cắt nhau tại một điểm bên trong đa giác thì tô màu khác nhau. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của n có thể được?         

	
	


Ta gọi những đường chéo qua tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác là các đường chéo chính. Đa giác đều 2020 đỉnh nên có 1010 đường chéo chính cùng qua tâm. Như vậy 1010 đường chéo này phải khác màu. Nên , ta  chứng minh  là giá trị nhỏ nhất cần tìm.
	0,5

	
	Thật vậy xét đường chéo chính A1A1011, ta giữ đỉnh A1 và cho đỉnh A1011 di chuyển đến những đỉnh cùng phía so với đường chéo A1A1011  từ A1010 ,
…, đến A3 theo cùng một chiều được 1008 đường chéo không qua tâm. Tương tự giữ đỉnh A1011 và cho đỉnh A1 di chuyển theo cùng một chiều từ A2020  đến A1013 ta cũng được 1008 đường chéo không qua tâm.  
	1,0

	
	Như vậy ứng với một đường chéo A1A1011 ta có thêm 2016 đường chéo không qua tâm và không cùng cắt nhau tại điểm bên trong đa giác. Ta tô 2017 đường chéo này cùng một màu. Do đó ta sẽ có 1010 nhóm đường chéo được tô 1010 màu khác nhau. 
	1,0

	
	- Nếu có cách tô màu nhỏ hơn 1010 màu, thì vô lý! Vì có 1010 đường chéo cùng cắt nhau tại tâm nên không thể tô 1009 (hoặc nhỏ hơn) màu thỏa đề bài
	0,5

	
	- Bây giờ lấy bất kỳ đường chéo MN (màu của MN trùng với một trong hai màu của đường chéo chính MM’ hoặc NN’) Trên cung nhỏ MN luôn tồn tại một đỉnh của đa giác, giả sử là đỉnh X, ta vẽ đường kính XX’, Rõ ràng đường chéo chính XX’ này sẽ khác màu với các đường chéo chính MM’; NN’.
Vậy có ít nhất 1010  cách tô màu các đường chéo thỏa mãn đề bài.
	1,0



Chú ý: - Học sinh có cách giải khác mà đáp án đúng thì vẫn chấm điểm tối đa ở câu đó.
            - Câu 3 học sinh phải có hình vẽ mới chấm điểm.
------------- Hết -------------
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Bài 1(4 điểm) Cho dãy số  xác định bởi  với 
1) 

Chứng minh   với 
2) 
Tìm .





Bài 2 (4 điểm) Ứng với mỗi đa thức  với hệ số thực và có nhiều hơn  nghiệm thực. Đặt  là tập nghiệm của phương trình  và .
1) 

Cho . Chứng minh .
2) 




Giả sử các đa thức với hệ số thực  và  đều có bậc  và đều có  nghiệm thực phân biệt. Chứng minh .

















Bài 3 (4 điểm) Cho tam giác  vuông tại  ngoại tiếp đường tròn . Đường tròn  tiếp xúc với  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm của ; đường thẳng  cắt  tại . Đoạn thẳng  cắt đường cao  của tam giác  tại . Chứng minh  là trực tâm của tam giác .  





Bài 4: (4 điểm): Với mỗi số  nguyên dương, đặt . Cho  là một số nguyên dương lẻ. Chứng minh đẳng thức  chỉ xảy ra tại hữu hạn số nguyên dương .







Bài 5: (4 điểm): Có  bạn học sinh tham gia làm một bài thi trắc nghiệm. Đề thi chung với tất cả  bạn có  câu trắc nghiệm, mỗi câu có  phương án trả lời là  hoặc . Sau khi thi xong, thầy giáo nhận thấy với mỗi câu hỏi, mỗi học sinh có đúng một phương án trả lời và với  học sinh bất kì có nhiều nhất một câu hỏi có phương án trả lời giống nhau.
a) 

Với , hãy chỉ ra một ví dụ về phương án trả lời của  bạn học sinh thỏa mãn các điều kiện của bài toán.
b) 
Chứng minh .

----- HẾT -----
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	TRƯỜNG THPT CHUYÊN LAM SƠN
THANH HÓA
	HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI CỤM DUYÊN HẢI ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ LẦN MÔN THI: TOÁN - LỚP 10


	Bài 1
	Nội dung



Cho dãy số  xác định bởi  với 


1) Chứng minh   với .
	Điểm
(1,5)

	 (4 điểm)
	

Dễ nhận thấy  với .


Từ giả thiết cho ta:  với 


Đặt  với 


Ta có được dãy số mới:  với 
	0,5

	
	

Từ đó ta nhận thấy  với 


Và  
          …

           


           với 
	0,5

	
	

Vậy  với                                                          (1)



Kết hợp với  cho ta:  với 


Do đó:  với .

	0,5

	
	
2) Tìm 
	2,5

	
	

Từ  với 


Cho ta  với .


Vậy:  với .

                                   

                                 

                                 .
	1,0

	
	Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski




Vậy  với                                  (2)
	0,5

	
	

Từ (1) và (2) ta có được:  với 


                          Do đó:  với 

	0,5

	
	

Vậy  với 

Mặt khác: 

Nên theo nguyên lí kẹp thì .
	0,5

	Bài 2
	Nội dung 





Ứng với mỗi đa thức  với hệ số thực và có nhiều hơn  nghiệm thực. Đặt  là tập nghiệm của phương trình  và .


1) Cho . Chứng minh .
	Điểm
(1,5)

	   (4 điểm)
	

Ta có  là hàm liên tục trên  và

  .
	0,5

	
	


Nên phương trình  có đúng 3 nghiệm thực phân biệt  thỏa mãn 

Ta có: .

	1,0

	
	




2) Giả sử các đa thức với hệ số thực  và  đều có bậc  và đều có  nghiệm thực phân biệt. Chứng minh .
	2,5

	
	Ta chứng minh bài toán trên bằng phản chứng.



Giả sử  trong đó  là 2 nghiệm gần nhau nhất của đa thức .


Kí hiệu các nghiệm của  là .
	0,5

	
	





Nếu  có nghiệm  là nghiệm bội của phương trình , mâu thuẫn với giả thiết  có bậc  và có đúng  nghiệm phân biệt.


Vậy  không có nghiệm 


Tương tự  không có nghiệm .

Chú ý: 

Do đó: .
	0,5

	
	
Đặt .

Lúc này đặt  .

         Thì 


Nên  nghịch biến trên từng khoảng .
	0,5

	
	






Mà  nên  phải nằm ở hai khoảng xác định khác nhau. Do  là 2 giá trị gần nhau nhất của phương trình  và  nên tồn tại duy nhất một chỉ số  thỏa mãn ... 


Cũng do  với .


Do đó:  với .                                     (1)
Dựa vào trục số sau:



Thì ta luôn có:  với .               (2)


Từ (1) và (2) cho ta:  với .               

Vậy .   (3)

Hiển nhiên                             (4)

	0,5

	
	Từ (3) và (4) cho ta:

 

Vậy .

Do đó điều giả sử là sai. Vậy .
	0,5

	Bài 3
	Nội dung

















Cho tam giác  vuông tại  ngoại tiếp đường tròn . Đường tròn  tiếp xúc với  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm của ; đường thẳng  cắt  tại . Đoạn thẳng  cắt đường cao  của tam giác  tại . Chứng minh  là trực tâm của tam giác .  
	Điểm
(4,0)

	
	
	

	
	


Gọi  theo thứ tự là giao điểm của đường thẳng  và .

Theo tính chất tiếp tuyến: 


Nên . Theo Ceva cho ta:  đồng quy.
	1,0

	
	
Vậy                                                    (1)


Mà  nên .

Lại có: 

Nên .

Do đó 5 điểm  cùng thuộc một đường tròn.                (2)


  ( là hình vuông)

.                                                                               (3)
	1,0

	
	
Cho ta: .




Lại do:  và  là trung điểm của  nên .

Do đó: 	        (4)

Từ (1) và (4) suy ra 

Vậy  thẳng hàng.                                                                (5)

Từ (3) và (5) cho ta:                                      (6)

Từ (2) ta cũng có      

                                                                


Do đó  là phân giác của 
	1,0

	
	

Dễ có  là phân giác của 

Nên 

                 

                   

Do đó 




Cho ta  là trung trực của .

Mà                                                         (7)


Từ (6) và (7) cho ta  là trực tâm của tam giác .
	
1,0

	Bài 4
	Nội dung





Với mỗi số  nguyên dương, đặt . Cho  là một số nguyên dương lẻ. Chứng minh đẳng thức  chỉ xảy ra tại hữu hạn số nguyên dương 
	Điểm
(4,0)

	
(4 điểm)

	

Do  nên ta cũng có .


Bổ đề: Ta luôn có  với .

Trong đó .

Thật vậy: với  hiển nhiên.

Với .

Ta có: 

                

                  
Vậy bổ đề được chứng minh.
	1,0

	
	Trở lại bài toán:


Ta chứng minh với  lẻ thì .


Thật vậy: Nếu tồn tại  lẻ để 




Lúc này  chẵn và  nên  là các ước phân biệt của .

Vậy 

                                           

                                            (do n lẻ).

                                           .

Do đó 

          (không xảy ra).


Vậy với  lẻ thì .
	1,0

	
	

Ta chứng minh  với hữu hạn số  chẵn          (*)






Thật vậy: Đặt {;  chẵn,  và }. Ta sẽ chứng minh  hữu hạn thì (*) hiển nhiên đúng.




Lúc này  chẵn và  nên  là các ước phân biệt của .

Vậy 

                          


                           (do  lẻ).

                          .
	1,0

	
	
Do đó                                                        (**)


với  và 


Lại do  nên nghiệm của (**) nếu có chỉ là một khoảng hữu hạn, do đó chỉ có hữu hạn số nguyên  thỏa mãn (**).


Vậy A là hữu hạn nên  chỉ xảy ra tại hữu hạn số nguyên dương .
	1,0

	Bài 5
	Nội dung







Có  bạn học sinh tham gia làm một bài thi trắc nghiệm. Đề thi chung với tất cả  bạn có  câu trắc nghiệm, mỗi câu có  phương án trả lời là  hoặc . Sau khi thi xong, thầy giáo nhận thấy với mỗi câu hỏi, mỗi học sinh có đúng một phương án trả lời và với  học sinh bất kì có nhiều nhất một câu hỏi có phương án trả lời giống nhau.
a) 

Với , hãy chỉ ra một ví dụ về phương án trả lời của  bạn học sinh thỏa mãn các điều kiện của bài toán.
b) 
Chứng minh .
	Điểm

	 
(4 điểm)

	a) 
	   h/s

C.hỏi
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	1
	A
	B
	C
	D
	A
	A
	A
	B
	B
	B
	C
	C
	C
	D
	D
	D

	2
	A
	B
	C
	D
	B
	C
	D
	A
	C
	D
	A
	B
	D
	A
	B
	C



	1,5

	
	b) 



Gọi  trong đó  là hai bạn học sinh trong số 16 bạn học sinh đã cho chọn cùng một phương án trong câu hỏi thứ .

Ta sẽ đếm số phần tử của  theo hai cách khác nhau.
	0,5


	
	Đếm cách 1: Đếm theo học sinh.





Có  cách chọn . Và do với mỗi bộ , có tối đa 1 cách chọn câu hỏi  nên .
	0,5

	
	


Đếm cách 2: Đếm theo lựa chọn: Gọi  lần lượt là số học sinh chọn phương án trả lời là  ở câu hỏi thứ .

Dễ nhận thấy .




Như vậy số cách chọn hai học sinh  sao cho hai học sinh này có cùng phương án trả lời ở câu thứ  là:   (với ).

                                                   


Với  câu hỏi cho ta: .

Vậy .

	1,5


Chú ý: Hướng dẫn chấm này chỉ thực hiện cho lời giải như trên, nếu thí sinh làm bài theo cách khác thì tổ chấm thống nhất phương án chấm thi cho phù hợp và vẫn cho điểm tối đa nếu cách giải đúng.


	TRƯỜNG THPT CHUYÊN CAO BẰNG   
ĐỀ ĐỀ XUẤT
(Đề gồm 01 trang)
	KỲ THI HỌC SINH GIỎI
CÁC TRƯỜNG CHUYÊN KHU VỰC DUYÊN HẢI VÀ ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ NĂM 2022
ĐỀ THI MÔN: TOÁN HỌC 11
Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)



Câu 1 (4,0 điểm): 





	Cho dãy số thực  xác định bởi  và   Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn khi  và tính giới hạn đó.
Câu 2 (4,0 điểm): 




















	Cho tam giác nhọn có  và . Các đường cao  đồng quy tại trực tâm . Đường thẳng cắt  tại . Gọi là trực tâm tam giác  và đường tròn  là đường tròn ngoại tiếp tam giác . Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng  ; đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai , đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai .


a) Chứng minh rằng  thuộc đường tròn đường kính .

b) Chứng minh rằng . 

Câu 3 (4,0 điểm): Tìm tất cả các bộ số nguyên dương  thỏa mãn:

.

Câu 4 (4,0 điểm): Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn:




Câu 5 (4,0 điểm):  Một công ty muốn xây một công trình có kích thước  gồm 4088483 phòng, mỗi phòng có kích thước  , một số phòng kề nhau (chung cạnh) được nối với nhau bằng một cửa giữa hai phòng. Hỏi có thể xây dựng mà mỗi phòng có đúng hai cửa hay không?
----------------HẾT---------------
(Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay;
Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm)
Họ và tên thí sinh:…………………………………………..Số báo danh:……………

ĐÁP ÁN
	Câu
	Nội dung trình bày
	Điểm

	1
(4,0 điểm)
	




Cho dãy số thực  xác định bởi  và   Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn khi  và tính giới hạn đó.
Hướng dẫn:



Bước 1: Ta chứng minh dãy sô  là dãy số giảm, bằng cách chứng minh  hay ta cần chứng minh 



Bước 2: Ta chứng minh, (1) đúng với mọi  bằng phương pháp quy nạp.


+) Với  nên (1) đúng khi  

+) Với 


Giả sử (1) đúng đến  , ta có:  .

Ta chứng minh (1) đúng đến  , thật vậy:


Có:

 

 .





Như vậy ta đã chứng minh được dãy số  là dãy số giảm và  nên dễ thấy dãy số  bị chặn dưới bởi 0 nên dãy số  có giới hạn hữu hạn. Chẳng hạn  Ta được:



Kết luận: 
	




1,0








1,5















1,0






0,5

	2
(4,0 điểm)
	



















Cho tam giác nhọn có  và . Các đường cao  đồng quy tại trực tâm . Đường thẳng cắt  tại . Gọi là trực tâm tam giác  và đường tròn  là đường tròn ngoại tiếp tam giác . Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng  ; đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai , đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai .


a) Chứng minh rằng  thuộc đường tròn đường kính .

b) Chứng minh rằng . 
Hướng dẫn:
[image: ]



a) Để chứng minh  thuộc đường tròn đường kính  ta chứng minh tứ giác  nội tiếp.
Thật vậy, có:

Xét tam giác .

Theo giả thiết .




Giả sử đường thẳng đường thẳng  tại điểm .


Ta được:  (kề bù) 





Xét tứ giác  nên tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  vì  thuộc đường tròn đường kính . (đpcm)




b) Theo cách dựng có  mà  là trung điểm của đoạn thẳng  nên theo hệ thức Newton có .

Lại có .

Suy ra .



Theo chứng minh a)  thuộc đường tròn đường kính  nên .

Do đó . (1)



Gọi  là trung điểm  thì theo hệ thức Maclaurin, ta có: 


Lại có  nên tứ giác  nội tiếp.



Theo chứng minh a)  thuộc đường tròn đường kính  nên 

.



Theo cách dựng của giả thiết, tam giác  cân tại  nên .


Vậy  thẳng hàng . (2) 

Từ (1) và (2) . (đpcm)
	













0,5












1,0












1,0




1,0

0,5

	3
(4,0 điểm)
	
Tìm tất cả các bộ số nguyên dương  thỏa mãn

.
Hướng dẫn:

Không mất tính tổng quát ta giả sử .

Trước tiên ta chứng minh  


Ta có , mà theo giả thiết 

 (1)
Lại có theo giả thiết:

 . 
Kết hợp với (1) ta được:

. 


Lại từ (1) có . Theo giả thiết  

Tiếp theo ta chặn điều kiện của  



Giả sử  từ biểu thức đầu bài ta có  phương trình này không có nghiệm nguyên dương nên giả sử là sai hay  

Khi . Khi đó:

 

Từ giả thiết  (2)
Theo giả thiết:


  do (2). Cũng lại từ (2) 

.


Trường hợp 1:  có nghiệm nguyên dương  

Trường hợp 2:  không có nghiệm nguyên dương.

Trường hợp 3: không có nghiệm nguyên dương.

Vậy  là thỏa mãn bài toán,

Kết luận: bộ ba số cần tìm là  và các hoán vị của nó.
	


0,5

1,0










1,0














1,0



0,5

	4
(4,0 điểm)
	

Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn  
Hướng dẫn:

Đầu tiên, ta chứng minh  

Theo giả thiết, có:  (1)


+ Trong (1) cho  ta được 

Giả sử   (2)

+ Trong (1) cho  ta được 

 (3)

+ Trong (1) cho  ta được:

  (4)

Bây giờ ta tính  theo hai cách.


Cách 1: theo (2)   , theo (1) có 


+ Trong (4) thay  được: 

Vậy 



Cách 2: Trong  (3) cho  có  nên , lại có theo (1)

 .

Do đó, ta có: .

Tóm lại ta có: 


Với  ta được:  (5)

Giả sử  theo công thức (5) ta được

 . (6)

Lại có,  

Với  



Hay ta được:  

Cho  

Ta có: 


Với   bất kì, giả sử  (theo (6))

+) Nếu  nên:

  

+) Nếu  nên:

  


Hay với mọi trường hợp, nếu  thì  



Mặt khác, nếu  theo  (5) thì  , điều này là mâu thuẫn hay  

Kết luận: hàm số thỏa mãn bài toán là: 
	


1,0










1,0












1,0









1,0

	5
(4,0 điểm)
	

Một công ty muốn xây một công trình có kích thước  gồm 4088483 phòng, mỗi phòng có kích thước  , một số phòng kề nhau (chung cạnh) được nối với nhau bằng một cửa giữa hai phòng. Hỏi có thể xây dựng mà mỗi phòng có đúng hai cửa hay không?
Hướng dẫn:
Giả sử có thể xây được số phòng thỏa mãn bài toán mà mỗi phòng có đúng hai cửa.

Xét đồ thị  có 4088483 đỉnh, hai đỉnh được nối với nhau nếu có cửa nối hai phòng tương ứng.

Khi đó, mỗi đỉnh có bậc đúng bằng hai suy ra đồ thị là hợp của các chu trình rời nhau.


Trên thực tế, để đi từ một phòng qua các phòng khác rồi quay lại đúng phòng đó thì phải qua chẵn cửa. Nên mỗi chu trình của  có độ dài chẵn đỉnh do đó đồ thị  cũng có chẵn đỉnh. Điều này là mâu thuẫn do 4088483 là số lẻ.
Vậy điều giả sử là sai, hay không thể xây dựng số phòng thỏa mãn bài toán mà mỗi phòng có đúng hai cửa.
	





0,5
0,5

1,0


1,5


0,5














	SỞ GD&ĐT HƯNG YÊN
TRƯỜNG THPT CHUYÊN HƯNG YÊN
ĐỀ ĐỀ XUẤT



	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI 
KHU VỰC DUYÊN HẢI & ĐỒNG BẰNG BẮC BỘ
LẦN THỨ XIV
MÔN: TOÁN - LỚP 11
Thời gian làm bài: 180 phút, không kể thời gian giao đề





Câu 1 (4,0 điểm). Cho dãy số  thỏa mãn 

	a) Chứng minh dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

	b) Chứng minh rằng 







Câu 2 (4,0 điểm). Cho đa thức , trong đó  là tham số thực. Biết rằng  có  nghiệm thực. Chứng minh rằng tồn tại một nghiệm   của  thỏa mãn .























Câu 3 (4,0 điểm). Cho tam giác  ngoại tiếp . Đường tròn  tiếp xúc với  lần lượt tại .Gọi  là điểm bất kì trên ,  cắt  tại  và . cắt lại  tại . Lấy  đối xứng với  qua .  cắt  tại . Chứng minh rằng khi  di chuyển trên  thì  di chuyển trên đường thẳng cố định.



Câu 4 (4,0 điểm). Tìm tất cả các số nguyên dương  sao cho  và  có cùng tập ước nguyên tố.




Câu 5 (4,0 điểm). Cho số nguyên . Hãy xác định số nguyên dương  lớn nhất sao cho với mỗi đa giác lồi cạnh, tồn tại tập  đoạn thẳng, mỗi đoạn thẳng là cạnh hoặc đường chéo của đa giác đó, sao cho hai đoạn thẳng bất kì trong tập đều có điểm chung.

-------- HẾT --------
Thí sinh không được sử dụng tài liệu. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
HƯỚNG DẪN CHẤM
Câu 1:
	1.a)
	
Từ cách cho dãy số ta có 

Ta có 




Xét hàm số , ta có  liên tục và nghịch biến trên 


Ta có    bị chặn.
	0,5

	
	



suy ra dãy  tăng và dãy  giảm. 

Theo tiêu chuẩn Weierstrass suy ra  là các dãy hội tụ.
	0,5

	
	
Giả sử 

Từ .

Từ .
	0,5

	
	
Giải hệ phương trình  .   

Vậy .
	0,5

	1.b)
	
Từ giả thiết ta thấy .

Mà   
	0,5

	
	
Do đó:  .
	0,5

	
	




Ta lại có  suy ra  nếu  lẻ;  nếu  chẵn.

Với mọi n lẻ ta có   

                             .
	0,5

	
	
Do đó 


	0,5


Câu 2:
	
	
Ta có: 



Giả sử các nghiệm của  là , vì  có hệ số bậc cao nhất bằng 1 nên


Khi đó:


Suy ra:




Suy ra tồn tại chỉ số  sao cho 


Vậy tồn tại nghiệm  thỏa mãn .

	
1,0


1,0





1,0


1,0



Câu 3:
	
	[image: ]

Do: 


                    nên  đồng viên.



Kí hiệu  là phép nghịch đảo tâm , phương tích . 





Gọi  cắt  tại  thì  là trung điểm . 



Dễ thấy  nên ta có . Suy ra .



Tương tự gọi  là trung điểm  thì ta cũng có .


Vì các điểm trên  là điểm bất động của  nên ta có 







Gọi  là giao khác  của  thì  nằm trên .
[image: ]







Lấy  là giao của  và  cắt  và cắt lại  lần lượt tại  và   tương ứng.




Ta có  là trung điểm  là trung điểm  nên .



Xét nên  nằm trên .



Mà  nên có  nằm trên .




Ta lại có  nên  nằm trên  nằm trên  (đpcm).

	











0,5


1,0


1,0












1,0


0,5




Câu 4: 
	
	
Hiển nhiên n thỏa mãn đề bài thì n lẻ. Thử thấy  thỏa mãn.

Ta xét     




Nếu  với  thì  có ước nguyên tố của  là 19, không thỏa mãn.
---------------------------------------------------------------------------------


Nếu n có ước nguyên tố lớn hơn 3. Gọi p là ước nguyên tố lớn nhất của n. Ta sẽ chỉ ra  có ước nguyên tố .

Thật vậy, do n có ước nguyên tố lớn hơn 3 và p là ước nguyên tố lớn nhất của n nên .

Ta có .

Và ,

nên .


Do vậy  có ước nguyên tố .
---------------------------------------------------------------------------------

Ta có .



Gọi h là cấp của 2 theo mod q. Khi đó . Do vậy   hoặc .


Nếu  thì  , vô lý.
---------------------------------------------------------------------------------


Nếu  thì  , vô lý.



Do vậy , như vậy . Suy ra .


Do đó  có ước nguyên tố .




Do n lẻ  nên . Điều này vô lý vì   và p là ước nguyên tố lớn nhất của .

Vậy  là số duy nhất thỏa mãn bài toán.
	


1,0








1,0






1,0







1,0





Câu 5:
	
	
Ta có thể thấy .


Ta sẽ chỉ ra rằng  với .







Đầu tiên, xét một - giác lồi tùy ý . Khi đó tập  gồm các đoạn thẳng  với  và đoạn thẳng  thỏa mãn yêu cầu : hai đoạn thẳng bất kì đều có điểm chung. Vì vậy .











Giả sử , khi đó tồn tại tập  gồm ít nhất  đoạn thẳng, mỗi đoạn là cạnh hoặc đường chéo của một - giác lồi sao cho hai đoạn thẳng bất kì đều có điểm chung. Theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại ít nhất hai đoạn thẳng có chung đỉnh, giả sử là . Theo chiều kim đồng hồ ta giả sử  là đỉnh đầu tiên nối với  và  là đỉnh cuối cùng nối với . Số các đoạn thẳng nhận  là đầu mút tối đa là .









Với đoạn  tùy ý của  mà  thì . Thật vậy, nếu  thì  không thể có điểm chung. Tương tự ta có . Xét đa giác , để cho tiện ta kí hiệu .



Ta chứng minh rằng số đoạn thẳng có dạng  của đa giác lồi  mà hai đoạn bất kì có điểm chung không vượt quá .


















Thật vậy, ta chứng minh điều này bằng quy nạp. Với  ta được  thì  hoặc  và do đó chỉ có không quá một đoạn thẳng như vậy thôi. Giả sử rằng khẳng định đúng đến . Xét , nếu  thì  ta có không quá  đoạn thẳng. Nếu  tương tự. Vậy xét . Nếu  là các đoạn thẳng được nối, với  thì tứ giác  có hai cạnh đối diện  không giao nhau. Vậy trong hai điểm  có ít nhất một điểm được nối với không quá một điểm khác. Ta chỉ cần bỏ điểm này đi thì số đoạn thẳng cùng lắm giảm đi 1. Khi đó đa giác tạo bởi các đỉnh còn lại theo giả thiết quy nạp, số đoạn thẳng không vượt quá . Vậy số đoạn thẳng của đa giác đã cho không vượt quá .



Quay lại bài toán, thì số đoạn thẳng tối đa là , điều này mâu thuẫn với . Tóm lại .

Vậy 
	0,5



0,5






0,5





1,0










1,0



0,5
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Câu 1: 


(4,0 điểm) Với số thực  xét dãy số  xác định bởi  và


 với 





a) Với  chứng minh rằng tồn tại  để  khác hằng và  với mọi 




b) Với  cho dãy số  xác định bởi . Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
Câu 2: 
(4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm  thỏa mãn:


Câu 3: (4,0 điểm) Cho hai đường tròn (T1) và (T2) cắt nhau tại A,B.  M là trung điểm cung AB của (T1) và M nằm trong (T2). Dây cung MP của đường tròn (T1) cắt (T2) tại Q. lp là tiếp tuyến của (T1) tại P, lq là tiếp tuyến của (T2) tại Q. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác tạo bởi AB, lp, lq tiếp xúc với đường tròn (T2).
Câu 4: 





(4,0 điểm) Với mỗi một số nguyên dương , giả sử  là tất cả các số nguyên dương không vượt quá  và nguyên tố cùng nhau với .Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn .
Câu 5: (4,0 điểm) Cho 10 người ngồi thành một hàng ngang. Có bao nhiêu cách chia nhóm người này thành 3 nhóm sao cho không có 2 người ngồi cạnh nhau thuộc cùng một nhóm.

--------------Hết----------------










ĐÁP ÁN, THANG ĐIỂM
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	


Với số thực  xét dãy số  xác định bởi  và


 với 
	4đ

	a
	




Với  chứng minh rằng tồn tại  để  khác hằng và  với mọi 
	2đ

	
	



Với  ta có  với  Đặt  thì bằng quy nạp, ta chỉ ra được rằng


 với mọi 


Từ đó, giả sử rằng tồn tại  để  thì ta có


 với  hay

.




Khi đó, ta có thể chọn  thì rõ ràng vế trái ở trên không là số nguyên nên không tồn tại  và điều giả sử là sai, tức là luôn có Ngoài ra,  nên dãy khác hằng.
	2,0

	b
	



Với  cho dãy số  xác định bởi . Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	2đ

	
	
Trước hết, ta có kết quả quen thuộc là . Xét hàm số


 với  thì

.




Do đó  đồng biến trên . Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng dãy đã cho bị chặn bởi  Thật vậy, với  thì khẳng định đúng.


Giả sử đã có  ta có  và vì tính đồng biến, ta có


 vì  và

.




Do đó, ta cũng có  Theo nguyên lý quy nạp thì khẳng định được chứng minh. Từ đó ta có  mà  nên theo nguyên lý kẹp, ta có 
	2

	2
	
Tìm tất cả các hàm  thỏa mãn:


	4đ

	
	
Chứng minh  là hàm không giảm







+) Xét hàm  là hàm đồng biến trên  suy ra  luôn tồn tai  để 

Từ gt: 

Do đó  là hàm không tăng.
	1,5

	
	


TH1: Nếu tồn tại  để  thì dễ dàng chứng minh 
	1

	
	TH2: Với mọi x > 0 có f(x) > 0 suy ra f tăng ngặt trên R+.

Thay y bởi y2 ta có: 

Thay x bởi y, y bởi x2: 

Vì f tăng ngặt nên 
Thử lại được k = 1.

Vậy nghiệm của bài toán là 
	1,5

	Câu 3
	Cho hai đường tròn (T1) và (T2) cắt nhau tại A, B.  M là trung điểm cung AB của (T1) và M nằm trong (T2). Dây cung MP của đường tròn (T1) cắt (T2) tại Q. lp là tiếp tuyến của (T1) tại P, lq là tiếp tuyến của (T2) tại Q. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác tạo bởi AB, lp, lq tiếp xúc với đường tròn (T2).
	4đ

	
	

	

	
	Gọi DEF là tam giác tạo bởi ba đường thẳng lp, lq và AB.
MP cắt (T2) tại Y, PM cắt AB tại X, O1O2 cắt (T1) tại T, M.
Ta có



PXD = PTM = EPX
Suy ra tam giác PDX cân tại D.
	1,0

	
	Xét phép nghịch đảo f cực D phương tích DP2.
Khi đo



f: P  P, B  A, X  X.
Do đó (T1) và (T2) biến thành chính nó.
Gọi Y’ là giao điểm thứ hai của DY và (T2) khi đó


f: Y  Y’  f: 
Lại có



DXY’ = DYX = CQY’
Suy ra CQXY’ nội tiếp
	1,5

	
	Áp dụng định lý Miquel cho tam giác PME ta có Y’ thuộc (CDE)
Gọi Y’Y’ là tiếp tuyến của (T2) ta có





Y'Y'D = Y’Y’Y = Y’QY = XCY’=DEY’
Suy ra điều phải chứng minh.
	1,5

	
Câu 4
	





Với mỗi một số nguyên dương , giả sử  là tất cả các số nguyên dương không vượt quá  và nguyên tố cùng nhau với . Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn .
	4đ

	
	
Với mỗi số nguyên dương  ta ký hiệu




Ta thấy rõ ràng là  và .










Thử trực tiếp ta thấy  thỏa yêu cầu, nên dưới đây ta chỉ xét bài toán với . Để ý rằng, với mỗi , thì luôn tồn tại duy nhất nghịch đảo của nó theo mod , đồng thời  là nghịch đảo theo mod  của chính nó khi và chỉ khi . Như vậy,  được phân hoạch thành các tập  thỏa mãn .
	1,0

	
	Ta có đồng dư sau đây






Ta lại thấy là nếu  thì  do , và  vì




Bởi thế nên  được phân hoạch thành các cặp , và ta có













Đặt , ta thấy  nếu  là bội của , còn trong tình huống còn lại thì có . Giờ, lấy ra  là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau, khi đó với , gọi  là số dư tương ứng có được khi lấy  chia  và , ta có








Như thế ta tạo ra một ánh xạ  với tương ứng . Ánh xạ này cũng là song ánh vì theo định lý CRT thì với mỗi  sẽ có và có duy nhất  sao cho , ta có  là bởi vì





Do  là một song ánh cho nên với  thỏa mãn  ta có được
















Với  là một số nguyên tố lẻ và , thì rõ ràng  cho nên nếu  thì từ  ta có ngay , tức là . Ta cũng để ý là đã sẵn có , còn với số nguyên dương  thì từ  nếu như  ta có được , vì thế  nếu .








Qua tính toán kể trên, ta thấy những  cần tìm là , trong đó  là số nguyên tố lẻ còn  nó ứng với trường hợp xảy đến việc . Các tình huống còn lại thì do là  chia hết cho , cho nên .
	



















1,5













1.0









0,5




	Câu 5
	Cho 10 người ngồi thành một hàng ngang. Có bao nhiêu cách chia nhóm người này thành 3 nhóm sao cho không có 2 người ngồi cạnh nhau thuộc cùng một nhóm.

	4đ

	
	Sử dụng truy hồi ta được:

 .
	1,5

	
	

Xét nhóm có n – 1 người trước đó, với  và  tương ứng là số cách phân chia thành k và k – 1 nhóm thỏa mãn, ta thêm 1 người, sẽ được nhóm n người.
Xét cách chia nhóm này thành k nhóm thỏa mãn.

Người này có thể đứng 1 mình 1 nhóm, số cách là 

Người này có thể thêm vào nhóm không có người thứ n – 1, có k – 1 nhóm như vậy, trong trường hợp này có  cách)
	1,0

	
	
Áp dụng (*) với ,vào bài toán ta được:



=


	1,5



-Hết-
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