
CHƯƠNG 4. QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN
BÀI 1.  ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN
1. Khái niệm mở đầu (SGK)
2. Các tính chất thừa nhận của hình học không gian
· [bookmark: _GoBack]Do thực tiễn, kinh nghiệm và quan sát, người ta thừa nhận một số tính chất sau của hình học không gian
· Tính chất 1: Có một và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt cho trước.
· Tính chất 2: Có một và chỉ một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng cho trước.
· Tính chất 3: Tồn tại bốn điểm không cùng thuộc một mặt phẳng.
· Tính chất 4: Nếu một đường thẳng có hai điểm phân biệt cùng thuộc một mặt phẳng thì mọi điểm của đường thẳng đều thuộc mặt phẳng đó.
· Tính chất 5: Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng còn có một điểm chung khác nữa.
· Tính chất 6: Trên mỗi mặt phẳng các, kết quả đã biết trong hình học phẳng đều đúng.
· Nhận xét: Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng có một đường thẳng chung đi qua điểm chung ấy. Đường thẳng đó được gọi là giao tuyến của hai mặt phẳng.
3. Một số cách xác định mặt phẳng
· 





Định lý 1: Cho điểm  không thuộc đường thẳng . Khi đó qua điểm  và đường thẳng  có một và chỉ một mặt phẳng,  kí hiệu mp  hoặc .
· 




Định lý 2: Cho hai đường thẳng  và  cắt nhau. Khi đó qua  và  có một và chỉ một mặt phẳng, kí hiệu là mp .
· Một mặt phẳng hoàn toàn xác định khi biết:
· Nó đi qua ba điểm không thẳng hàng.
· Nó đi qua một điểm và một đường thẳng không đi qua điểm đó.
· Nó chứa hai đường thẳng cắt nhau.
4. Hình chóp và hình tứ diện
	[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
	[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

	
Hình chóp 
	
Hình tứ diện 


5. Phân loại và phương pháp giải toán
	[bookmark: _Hlk135320466]DẠNG 1: XÁC ĐỊNH GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT PHẲNG

	· Phương pháp: Để xác định giao tuyến của hai mặt phẳng, ta tìm hai điểm chung của chúng. Đường thẳng đi qua hai điểm chung đó là giao tuyến.
[image: ]
· 

Lưu ý: Điểm chung của hai mặt phẳng và thường được tìm như sau:
· 






Tìm hai đường thẳng  lần lượt thuộc và , đồng thời chúng cùng nằm trong mặt phẳng  nào đó; giao điểm  là điểm chung của và .

	DẠNG 2: XÁC ĐỊNH GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG

	· 

Phương pháp: Để tìm giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng  ta cần lưu ý một số trường hợp sau:
[image: ]
· 



Trường hợp 1: Nếu trong  có sẵn một đường thẳng  cắt  tại , khi đó:


· 


Trường hợp 2: Nếu trong  chưa có sẵn  cắt  thì ta thực hiện theo các bước sau:
· 

Bước 1: Chọn một mặt phẳng chứa 
· 
Bước 2: Tìm giao tuyến 
· 



Bước 3: Trong  gọi  thì  chính là giao điểm của .

	DẠNG 3: XÁC ĐỊNH THIẾT DIỆN

	· 
Phương pháp: Ta tìm các đoạn giao tuyến nối tiếp nhau của mặt phẳng  với các mặt của hình chóp cho đến khi khép kín thành một đa giác phẳng. Đa giác đó là thiết diện cần tìm và các đoạn giao tuyến chính là các cạnh của thiết diện.

	DẠNG 4: BA ĐIỂM THẲNG HÀNG VÀ BA ĐƯỜNG THẲNG ĐỒNG QUY

	· 





Phương pháp: Để chứng minh ba điểm  thẳng hàngm ta cần chứng minh ba điểm này lần lượt thuộc hai mặt phẳng phân biệt  và . Nghĩa là chúng cùng thuộc giao tuyến  của hai mặt phẳng  và  nên chúng thẳng hàng.
[image: ]
· 
Để chứng minh ba đường thẳng  đồng quy ta làm theo các bước sau:
· 


Chọn mặt phẳng  chứa đường thẳng  và .
· 




Tìm mặt phẳng  chứa  và  chứa  sao cho . 
· 

Suy ra ba đường thẳng  đồng quy tại .
· 

Nghĩa là:  đồng quy tại .
[image: ]





BÀI 2. HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG
1. Vị trí tương đối của hai đường thẳng
· 

Cho hai đường thằng  và  trong không gian.
· 





Nếu  và  cùng nằm trong một mặt phẳng thì ta nói  và  đồng phẳng. Khi đó,  và  có thể cắt nhau, song song với nhau hoặc trùng nhau.
· 







Nếu  và  không cùng nằm trong bất kì mặt phẳng nào thì ta nói  và  chéo nhau. Khi đó, ta cũng nói  chéo với , hoặc  chéo với .
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· Nhận xét:
· Hai đường thẳng song song là hai đường thẳng đồng phẳng và không có điểm chung.
· Có đúng một mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song.
· Hai đường thẳng không có điểm chung thì có thể song song hoặc chéo nhau.
2. Tính chất của hai đường thẳng song song
· Tính chất 1: Trong không gian, qua một điểm nằm ngoài một đường thẳng có một và chỉ một đường thẳng song song với đường thẳng đó.
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· Tính chất 2: Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thứ ba thì song song với nhau.
· Tính chất 3: Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì ba giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· Nhận xét: Nếu hai mặt phẳng lần lượt đi qua hai đường thẳng song song thì giao tuyến của chúng (nếu có) song song với hai đường thẳng đó (hoặc trùng với một trong hai đường thẳng đó).
[image: A blue and pink folded paperDescription automatically generated]
3. Phân loại và phương pháp giải toán

	DẠNG 1: NHẬN BIẾT VÀ CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG

	· Phương pháp: Ta sẽ sử dụng một trong các cách sau:
· Chứng minh hai đường thẳng đó đồng phẳng rồi áp dụng phương pháp chứng minh song song trong hình học phẳng (Đường trung bình, Định lí Ta-lét đảo,.)
· Chứng minh hai đường thẳng đó cùng song song với một đường thẳng thứ ba.


· Áp dụng định lí về giao tuyến song song.
· Áp dụng hệ quả: Nếu hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng song song thì giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với hai đường thẳng đó hoặc trùng với một trong hai đường thẳng đó.



	DẠNG 2: XÁC ĐỊNH GIAO TUYẾN VÀ THIẾT DIỆN CỦA HÌNH CHÓP

	· Phương pháp xác định giao tuyến: Để tìm giao tuyến của hai mặt phẳng, ngoài phương pháp “Tìm hai điểm chung của hai mặt phẳng”, ta còn có thể tìm bằng cách sau:
· 


Bước 1: Chỉ ra rằng mặt phẳng  lần lượt chứa hai đường thẳng song song  và .
· 
Bước 2: Tìm một điểm chung  của hai mặt phẳng.
· 
Bước 3: Khi đó .
· Phương pháp xác định thiết diện: 
· 

Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng  và .
· 


Tìm một điểm chung  của hai mặt phẳng  và .
· 


Hai mặt phẳng  lần lượt chứa hai đường thẳng  mà . 
· 



Khi đó giao tuyến của  và  là đường thẳng  song song với .
· 



Tìm thiết diện của mặt phẳng  với hình  ta tìm giao điểm của các cạnh của hình  với mặt phẳng . Đa giác tạo bởi các giao điểm tìm được chính là thiết diện cần tìm.





BÀI 3. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG SONG SONG
1. Đường thẳng song song với mặt phẳng
· 









Cho đường thẳng  và mặt phẳng . Nếu  và  không có điểm chung thì ta nói  song song với  hay  song song với  và kí hiệu là  hay .
· Ngoài ra:
· 







Nếu  và  có một điểm chung duy nhất  thì ta nói  và  cắt nhau tại điểm  và kí hiệu  hay .
· 







Nếu  và  có nhiều hơn một điểm chung thì ta nói  nằm trong  hay  chứa  và kí hiệu  hay .
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· Nhận xét:
· Hai đường thẳng song song là hai đường thẳng đồng phẳng và không có điểm chung.
· Có đúng một mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song.
· Hai đường thẳng không có điểm chung thì có thể song song hoặc chéo nhau.
2. Điều kiện và tính chất của đường thẳng song song với mặt phẳng
· 




Tính chất 1: Nếu đường thẳng  không nằm trong mặt phẳng  và song song với một đường thẳng nằm trong  thì  song song với .
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· 
Kí hiệu: 
· 







Tính chất 2: Cho đường thẳng  song song với mặt phẳng . Nếu mặt phẳng  chứa  và cắt  theo giao tuyến  thì  song song với .
· 
Kí hiệu: 
· Chú ý 1: Nếu hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì giao tuyến của chúng cũng song song với đường thẳng đó.
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]

· 
Kí hiệu: 
· Chú ý 2: Cho hai đường thẳng chéo nhau. Có duy nhất một mặt phẳng chứa đường thẳng này và song song với đường thẳng kia.
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
3. Phân loại và phương pháp giải toán
	DẠNG 1: NHẬN BIẾT VÀ CHỨNG MINH ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG VỚI MẶT PHẲNG

	· 





Phương pháp: Để chứng minh đường thẳng  song song với mặt phẳng  ta chứng minh  không nằm trong  và song song với một đường thẳng  nào đó nằm trong .
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

	DẠNG 2: XÁC ĐỊNH GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT PHẲNG. XÁC ĐỊNH GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG

	· 







Phương pháp: Cho đường thẳng  và mặt phẳng  song song với nhau. Nếu mặt phẳng  chứa  và cắt  theo giao tuyến  thì  song song với .
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· 









Để tìm giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng . Ta cần tìm một mặt phẳng  chứa đường thẳng  và cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường thẳng . Khi đó giao điểm của đường thẳng  và  chính là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng .

	Dạng 3: Xác định thiết diện bằng cách kẻ song song

	· 


Phương pháp: Để tìm thiết diện của mặt phẳng  qua điểm  và song song với hai cạnh  của hình chóp ta làm như sau:
· 
Bước 1: Xét các mặt của hình chóp chứa cạnh .
· 

Bước 2: Trong mặt phẳng đang xét, từ  vẽ đường thẳng song song với .
· 
Bước 3: Xét các mặt của hình chóp chứa cạnh .
· 


Bước 4: Trong mặt phẳng đang xét, từ  vẽ đường thẳng song song với . Nối các đoạn giao tuyến lại ta được thiết diện của mặt phẳng  với hình chóp.



BÀI 4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG
1. Hai mặt phẳng song song
· 

Cho hai mặt phẳng phân biệt  và . Có hai khả năng xảy ra:
[image: A drawing of a triangleDescription automatically generated][image: A two rectangles with a pDescription automatically generated]




 có một điểm chung:        không có điểm chung: 
· Định nghĩa: Hai mặt phẳng được gọi là song song nếu chúng không có điểm chung.
2. Điều kiện và tính chất của hai mặt phẳng song song
· 





Tính chất 1: (Dấu hiệu nhận biết hai mặt phẳng song song). Nếu mặt phẳng  chứa hai đường thẳng cắt nhau  và  cùng song song với mặt phẳng  thì  song song với .
[image: A two angles of a quadrangleDescription automatically generated with medium confidence]
· Muốn chứng minh hai mặt phẳng song song, ta phải chứng minh có hai đuoờng thẳng cắt nhau thuộc mặt phẳng này lần lượt song song với mặt phẳng kia.
· 


Muốn chứng minh đuờng thẳng , ta chứng minh đuờng thẳng  nằm trong mặt phẳng .
· Tính chất 2: Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng cho trước có một và chỉ một mặt phẳng song song với mặt phẳng đã cho.
[image: A black and white rectangular shapesDescription automatically generated]
· 









Nếu đuờng thẳng d song song với mặt phẳng  thì trong  có một đuờng thẳng song song với  và qua  có duy nhất một mặt phẳng song song với . Do đó đường thẳng  song song với  ta phải chứng minh  thuộc mặt phẳng  và có .
· Hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì song song với nhau.
· 





Cho điểm  không nằm trên mặt phẳng . Mọi đường thẳng đi qua  và song song với  đều nằm trong mặt phẳng đi qua  và song song với .
· Tính chất 3: Cho hai mặt phẳng song song. Nếu một mặt phẳng cắt mặt phẳng này thì cũng cắt mặt phẳng kia và hai giao tuyến đó song song với nhau.
[image: A diagram of a triangle with lines and lettersDescription automatically generated with medium confidence]
· Hai mặt phẳng song song chắn trên hai cát tuyến song song những đoạn thẳng bằng nhau.
[image: A diagram of a triangle with lines and linesDescription automatically generated with medium confidence]

3. Định ký Thales
· Ba mặt phẳng đôi một song song chắn trên hai cát tuyến bất kì những đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ.
[image: A black background with a black squareDescription automatically generated with medium confidence]
· 





Nếu hai cát tuyển  và  cắt ba mặt phẳng song song  lần lượt tại các giao điểm  và  thì .
4. Hình lăng trụ và hình hộp
· 








Định nghĩa hình lăng trụ: Trên mặt phẳng  cho đa giác , từ các đỉnh của đa giác dựng các đường thẳng song song cắt mặt phẳng  song song với  tại các điểm . Hình hợp bởi hai miền đa giác  và với các hình chữ nhật , ,. được gọi là hình lăng trụ.
[image: A diagram of a hexagon with lines and numbersDescription automatically generated]
· Tính chất:
· Các hình bình hành được gọi là các mặt bên, hai miền đa giác gọi là hai mặt đáy của lăng trụ.
· Hai đáy của lăng trụ là hai đa giác bằng nhau và nằm trên hai mặt phẳng song song với nhau.
· 
Các đoạn thẳng  được gọi là các cạnh bên. Các cạnh bên của lăng trụ song song và bằng nhau.
· Ta gọi lăng trụ theo tên của đa giác đáy, tức là nếu đáy là tam giác thì gọi là lăng trụ tam giác, nếu đáy là tứ giác thì gọi là lăng trụ tứ giác.
· Định nghĩa hình hộp: Hình lăng trụ tứ giác có đáy là hình bình hành được gọi là hình hộp.
[image: A drawing of a cube with lines and lettersDescription automatically generated]
· Tính chất:
· Hình hộp có sáu mặt đều là những hình bình hành.
· Hai mặt song song với nhau gọi là hai mặt đối diện, hình hộp có ba cặp mặt đối diện.
· Hai đỉnh của hình hộp được gọi là hai đỉnh đối diện nếu chúng không cùng nằm trên một mặt nào.
· Các đoạn thẳng nối hai đỉnh đối diện được gọi là các đường chéo. Bốn đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường, điểm đó gọi là tâm của hình hộp.
· Hai cạnh gọi là đối nhau nếu chúng song song nhưng không cùng nằm trên một mặt của hình chóp.
· Mặt chéo của hình hộp là hình bình hành có hai cạnh là hai cạnh đối diện của hình hộp.
· Tổng bình phương các đường chéo của một hình hộp bằng tổng các bình phương của tất cả các cạnh của hình hộp đó.
5. Phân loại và phương pháp giải toán
	DẠNG 1: NHẬN BIẾT VÀ CHỨNG MINH HAI MẶT PHẲNG SONG SONG

	· 


Phương pháp: Để chứng minh hai mặt phẳng song song  ta chứng minh mặt phẳng  có hai đường thẳng cắt nhau và lần lượt song song với mặt phẳng .
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

Cụ thể: 
· Ngoài ra, dựa vào phương pháp chứng minh đường thẳng song song với mặt phẳng, ta còn có thể chứng minh hai mặt phẳng song song như sau: chứng minh hai đường thẳng cắt nhau nằm trong mặt phẳng này, song song với hai đường thẳng (cắt nhau) nằm trong mặt phẳng kia.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

Cụ thể: 

	DẠNG 2: TÌM GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT PHẲNG. XÁC ĐỊNH GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG BẰNG CÁCH KẺ SONG SONG

	· Phương pháp: Để xác định giao tuyến của hai mặt phẳng ta sử dụng tính chất


· 









Để tìm giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng . Ta cần tìm một mặt phẳng  chứa đường thẳng  và cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường thẳng . Khi đó giao điểm của đường thẳng  và  chính là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng .

	DẠNG 3: XÁC ĐỊNH THIẾT DIỆN BẰNG CÁCH KẺ SONG SONG

	· 

[bookmark: MTBlankEqn]Phương pháp: Để xác định được thiết diện của một hình chóp hoặc hình lăng trụ cắt bởi mặt phẳng  ta thường dựng các đoạn giao tuyến của  với các mặt của hình chóp hoặc hình lăng trụ đó. Khi ấy, ta sử dụng định lí sau: Cho hai mặt phẳng song song. Nếu một mặt phẳng cắt mặt phẳng này thì cũng cắt mặt phẳng kia theo hai giao tuyến song song với nhau.
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