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[bookmark: _Hlk135320466]Dạng 1: Bài toán tốc độ thay đổi của một đại lượng




Ta có đạo hàm  là tốc độ thay đổi tức thời của đại lượng  đối với  tại điểm . Dưới đây, chúng ta xem xét một số ứng dụng của ý tưởng này đối với vật lí, hoá học, sinh học và kinh tế:


■	Nếu  là hàm vị trí của một vật chuyển động trên một đường thẳng thì  biểu thị vận tốc tức thời của vật (tốc độ thay đổi củ̉a độ dịch chuyển theo thời gian). Tốc độ thay đổi tức thời của vận tốc theo thời gian là gia tốc tức thời của vật: 

.




■	Nếu  là nồng độ của một chất tham gia phản ứng hoá học tại thời điểm , thì  là tốc độ phản ứng tức thời (tức là độ thay đổi nồng độ) của chất đó tại thời điểm .




■	Nếu  là số lượng cá thể trong một quần thể động vật hoặc thực vật tại thời điểm , thì  biểu thị tốc độ tăng trưởng tức thời của quần thể tại thời điểm .



■	Nếu  là hàm chi phí, tức là tổng chi phí khi sản xuất  đơn vị hàng hoá, thì tốc độ thay đổi tức thời  của chi phí đối với số lượng đơn vị hàng được sản xuất được gọi là chi phí biên.


■	Về ý nghĩa kinh tế, chi phí biên  xấp xỉ với chi phí để sản xuất thêm một đơn vị hàng hoá tiếp theo, tức là đơn vị hàng hoá thứ  (xem SGK Toán 11 tập hai, trang 87 , bộ sách Kết nối tri thức với cuộc sống).
A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.



[bookmark: MTBlankEqn]Câu 1:	Một chất điểm chuyển động theo quy luật  Tìm thời điểm  (giây) mà tạo đó vận tốc  của chuyển động đạt giá trị lớn nhất.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Ta có  Suy ra  và 
Bảng biến thiên
[image: A math equations with numbers and arrows  Description automatically generated with medium confidence]

Vậy chất điểm đạt vận tốc lớn nhất tại thời điểm  (giây).






Câu 2:	Công suất (đơn vị ) của một mạch điện được cung cấp bởi một nguồn pin được cho bởi công thức  với (đơn vị ) là cường độ dòng điện. Tìm công suất tối đa của mạch điện.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải




Xét hàm số  với  có đạo hàm ; .
Bảng biến thiên:
[image: A maths graph with numbers and arrows  Description automatically generated with medium confidence]


Công suất tối đa của mạch điện là  đạt được khi cường độ dòng điện là .



Câu 3:	Một vật chuyển động theo quy luật  với  là khoảng thời gian tính từ lúc bắt đầu chuyển động và  là quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong khoảng thời gian 10 giây, kể từ lúc bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu?




A. 289 .	B. 105 .	C. 111 .	D. 487 .
Lời giải



Ta có . Xét hàm số , .



Ta có (Nhận). Ta có .



Câu 4:	Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được đo bởi công thức  trong đó  và  là lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân. Để huyết áp giảm nhiều nhất thì cần tiêm cho bệnh nhân một liều lượng bằng bao nhiêu:
A. 15mg	B. 30mg	C. 40mg	D. 20mg
Lời giải

Ta có: 


; 
Bảng biến thiên:
[image: A graph with numbers and a line  Description automatically generated]

Dựa vào bảng biến thiên thì bênh nhân cần tiêm một lượng thuốc 


Câu 5:	Sau khi phát hiện một bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm bệnh kể từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ t là , (kết quả khảo sát được trong 10 tháng vừa qua). Nếu xem  là tốc độ truyền bệnh (người / ngày) tại thời điểm t thì tốc độ truyền bệnh lớn nhất sẽ vào ngày thứ:
A. 25	B. 30	C. 20	D. 15
Lời giải

Ta có: 
Bảng biến thiên:
[image: A graph with numbers and a line  Description automatically generated]
Vậy tốc độ truyền bệnh lớn nhất sẽ vào ngày thứ 15.



Câu 6:	Hằng ngày mực nước của con kênh lên xuống theo thủy triều. độ sâu  của mực nước trong kênh tính theo thời gian  trong ngày cho bởi công thức . Khi nào mực nước của kênh là cao nhất với thời gian ngắn nhất?




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Ta có: 


Ở đây ta chỉ cần xét một số giá trị
	k
	1
	2
	3
	4

	t
	4
	10
	16
	22



Ta suy ra được h đạt giá trị lớn nhất khi t =10 
Lưu ý: Ngoài cách trên ta có thể làm như sau

Vì 

Vậy để h lớn nhất thì 


Vậy  đạt giá trị lớn nhất khi t =10 



Câu 7:	Thể tích nước của một bề bơi sau t phút bơm tính theo công thức  . Tốc độ bơm nước tại thời điểm t được tính bởi . Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng.
A. Tốc độ bơm giảm từ phút 60 đến phút thứ 90.
B. Tốc độ bơm luôn giảm.
C. Tốc độ bơm tăng từ phút 0 đến phút thứ 75.
D. Cả ba đáp án đều sai
Lời giải


Xét hàm ; 



Dựa vào bảng biến thiên ta có hàm số  đồng biến trên  và nghịch biến trên 

Câu 8:	Khi nuối cá thí nghiệm trong hồ, một nhà khoa học đã nhận thấy rằng: nếu trên mỗi đơn vị diện tích của mặt hồ có n con cá thì trung bình mỗi con cá sau một vụ cân nặng là . Hỏi phải thả bao nhiêu con cá trên một đơn vị diện tích của mặt hồ để sau một vụ thu hoạch được nhiều cá nhất?
A. 14	B. 13	C. 12	D. 11
Lời giải

Gọi  là hàm cân nặng của n con cá sau vụ thu hoạch trên một đơn vị diện tích

Ta có: 
Để sau một vụ thu hoạch được nhiều cá nhất thì cân nặng của n con cá trên một đơn vị diện tích của mặt hồ là lớn nhất.


Bài toán trở thành tìm  sao cho  đạt giá trị lớn nhất.


Học sinh tự lập bảng biến thiên.
Vậy phải thả 12 con cá trên một đơn vị diện tích của mặt hồ để sau một vụ thu hoạch được nhiều cá nhất.






Câu 9:	Để giảm nhiệt độ trong phòng từ , một hệ thống làm mát được phép hoạt động trong 10 phút. Gọi  (đơn vị ) là nhiệt độ phòng ở phút thứ  được cho bởi công thức  với . Tìm nhiệt độ thấp nhất trong phòng đạt được trong thời gian 10 phút kể từ khi hệ thống làm mát bắt đầu hoạt động.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Xét hàm số  với .



 suy ra hàm số nghịch biến trên đoạn .

Nhiệt độ thấp nhất trong phong đạt được là .
Câu 10:	Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 2.000.000 đồng mỗi tháng thì mọi căn hộ đều có người thuê và cứ mỗi lần tăng giá cho thuê mỗi căn hộ 100.000 đồng mỗi tháng thì có thêm 2 căn hộ bị bỏ trống. Muốn có thu nhập cao nhất, công ty đó phải cho thuê với giá mỗi căn hộ là bao nhiêu?
A. 2.250.000	B. 2.350.000	C. 2.450.000	D. 2.550.000
Lời giải



Gọi  là giá thuê thực tế của mỗi căn hộ, (: đồng;  đồng)
Ta có thể lập luận như sau:
Tăng giá 100.000 đồng thì có 2 căn hộ bị bỏ trống.

Tăng giá  đồng thì có bao nhiêu căn hộ bị bỏ trống.

Theo quy tắc tam xuất ta có số căn hộ bị bỏ trống là: 
Do đó khi cho thuê với giá x đồng thì số căn hộ cho thuê là:




Gọi  là hàm lợi nhuận thu được khi cho thuê các căn hộ, (: đồng).

Ta có:  ( bằng số căn hộ cho thuê nhân với giá cho thuê mỗi căn hộ).


Câu toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của , 


; 
Bảng biến thiên:
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Suy ra  đạt giá trị lớn nhất khi 
Vậy công ty phải cho thuê với giá 2.250.000 đồng mỗi căn hộ thì được lãi lớn nhất.
Nhận xét:


Sau khi tìm được hàm . Ta không cần phải đi khảo sát và vẽ bảng biến thiên như trên. Đề đã cho bốn đáp án x, ta dùng phím CALC của MTCT để thay lần lượt các giá trị vào, cái nào làm cho  lớn nhất chính là giá trị cần tìm.
Câu 11:	Một cửa hàng bán bưởi Đoan Hùng của Phú Thọ với giá bán mỗi quả là 50.000 đồng. Với giá bán này thì cửa hàng chỉ bán được khoảng 40 quả bưởi. Cửa hàng này dự định giảm giá bán, ước tính nếu cửa hàng cứ giảm mỗi quả 5000 đồng thì số bưởi bán được tăng thêm là 50 quả. Xác định giá bán để cửa hàng đó thu được lợi nhuận lớn nhất, biết rằng giá nhập về ban đầu mỗi quả là 30.000 đồng.
A. 44.000đ	B. 43.000đ	C. 42.000đ	D. 41.000đ
Lời giải


Gọi  là giá bán thực tế của mỗi quả bưởi Đoan Hùng, (x: đồng;  đồng).
Ta có thể lập luận như sau:
Giá 50.000 đồng thì bán được 40 quả bưởi
Giảm giá 5.000 đồng thì bán được thêm 50 quả.

Giảm giá 50.000 –  thì bán được thêm bao nhiêu quả?

Theo quy tắc tam xuất số quả bán thêm được là: .


Do đó Số quả bưởi bán được tương ứng với giá bán : 


Gọi  là hàm lợi nhuận thu được (: đồng).

Ta có: 
Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của hàm số:


, điều kiện: .




Vì hàm  liên tục trên  nên ta có:




Vậy với  thì  đạt giá trị lớn nhất.
Vậy để cửa hàng đó thu được lợi nhuận lớn nhất thì giá bán thực tế của mỗi quả bưởi Đoan Hùng là 42.000 đồng.

Câu 12:	Một xe khách đi từ Việt Trì về Hà Nội chở tối đa được là 60 hành khách một chuyến. Nếu một chuyến chở được m hành khách thì giá tiền cho mỗi hành khách được tính là  đồng. Tính số hành khách trên mỗi chuyến xe để nhà xe thu được lợi nhuận mỗi chuyến xe là lớn nhất.?
A. 30	B. 40	C. 50	D. 60
Lời giải
Chọn B


Gọi  là số hành khách trên mỗi chuyến xe để số tiền thu được là lớn nhất 


Gọi  là hàm lợi nhuận thu được (: đồng)

Số tiền thu được: 

Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của hàm số:


Bảng biến thiên
[image: A math problem with numbers and symbols  Description automatically generated with medium confidence]
Vậy để thu được số tiền lớn nhất thì trên mỗi chuyến xe khách đó phải chở 40 người.
Câu 13:	Một khách sạn có 50 phòng. Hiện tại mỗi phòng cho thuê với giá 400 ngàn đồng một ngày thì toàn bộ phòng được thuê hết. Biết rằng cứ mỗi lần tăng giá thêm 20 ngàn đồng thì có thêm 2 phòng trống. Giám đốc phải chọn giá phòng mới là bao nhiêu để thu nhập của khách sạn trong ngày là lớn nhất.
A. 480 ngàn.	B. 50 ngàn.	C. 450 ngàn.	D. 80 ngàn.
Lời giải


Gọi (ngàn đồng) là giá phòng khách sạn cần đặt ra,  (đơn vị: ngàn đồng).

Giá chênh lệch sau khi tăng .


Số phòng cho thuê giảm nếu giá là : .


Số phòng cho thuê với giá  là .

Tổng doanh thu trong ngày là: .

.
Bảng biến thiên:
[image: A graph with numbers and a line  Description automatically generated]


Dựa vào bảng biến thiên ta thấy  đạt giá trị lớn nhất khi .
Vậy nếu cho thuê với giá 450 ngàn đồng thì sẽ có doanh thu cao nhất trong ngày là 2.025.000 đồng.
Câu 14:	Một doanh nghiệp bán xe gắn máy trong đó có loại xe A bán ế nhất với giá mua vào mỗi chiếc xe là 26 triệu VNĐ và bán ra 30 triệu VNĐ, với giá bán này thì số lượng bán một năm là 600 chiếc. Cửa hàng cần đẩy mạnh việc bán được loại xe này nên đã đưa ra chiến lược kinh doanh giảm giá bán và theo tính toán của CEO nếu giảm 1 triệu VNĐ mỗi chiếc thì số lượng xe bán ra trong một năm sẽ tăng thêm 200 chiếc. Hỏi cửa hàng định giá bán loại xe đó bao nhiêu thì doanh thu loại xe đó của cửa hàng đạt lớn nhất.
A. 29 triệu VNĐ	B. 27, 5 triệu VNĐ	C. 29, 5 triệu VNĐ	D. 27 triệu VNĐ
Lời giải

Gọi x (triệu VNĐ) là số tiền cần giảm cho mỗi chiếc xe

Số lượng xe bán ra được trong một năm sau khi giảm giá là: (chiếc)

Số lợi nhuận thu được từ việc bán xe trong một năm sau khi giảm giá là: 


Xét hàm số  đạt giá trị lớn nhất là 2450 khi 
Câu 15:	Công ty dụ lịch Ban Mê dự định tổ chức một tua xuyên Việt. Công ty dự định nếu giá tua là 2 triệu đồng thì sẽ có khoảng 150 người tham gia. Để kích thích mọi người tham gia, công ty quyết định giảm giá và cứ mỗi lần giảm giá tua 100 ngàn đồng thì sẽ có thêm 20 người tham gia. Hỏi công ty phải bán giá tua là bao nhiêu để doanh thu từ tua xuyên Việt là lớn nhất.
A. 1375000.	B. 3781250.	C. 2500000.	D. 3000000.
Lời giải

Gọi (triệu đồng) là giá tua.

Giá đã giảm so với ban đầu là .


Số người tham gia tăng thêm nếu giá bán  là: .


Số người sẽ tham gia nếu bán giá  là: .

Tổng doanh thu là: ; 


Bảng biến thiên
[image: A math equations with numbers and arrows  Description automatically generated with medium confidence]


Dựa vào bảng biến thiên ta thấy  đạt giá trị lớn nhất khi .
Vậy công ty cần đặt giá tua 1375000 đồng thì tổng doanh thu sẽ cao nhất là 378125000 đồng.





Câu 16:	Bác Tôm có một cái ao có diện tích  để nuôi cá. Vụ vừa qua bác nuôi với mật độ  và thu được tất cả  tấn cá thành phẩm. Theo kinh nghiệm nuôi cá thu được bác ấy cứ giảm đi  con/m2 thì tương ứng sẽ có mỗi con cá thành phẩm thu được tăng thêm  Hỏi vụ tới bác phải mua bao nhiêu con cá giống để đạt được tổng khối lượng cá thành phẩm cao nhất? (Giả sử không có hao hụt trong quá trình nuôi).




A.  con.	B.  con.	C.  con.	D.  con.
Lời giải

Số cá vụ vừa rồi Bác Tôm nuôi là  con.

Vậy trọng lượng mỗi con là  kg.

Gọi số cá giảm là  con.

Trọng lượng thu được của vụ tới là: .


Hàm số đạt cực đại tại . Vậy số cá giống ban đầu là  con.
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.



Câu 1:	Số dân của một thị trấn sau  năm kề từ năm 1970 được ước tính bởi công thức  ( được tính bằng nghìn người).
[image: A group of people in the shape of a arrow  Description automatically generated]
a) Số dân của thị trấn vào đầu năm 1980 là 18 nghìn người.
b) Số dân của thị trấn vào đầu năm 1995 là 23 nghìn người.



c) Xem  là một hàm số xác định trên nửa khoảng  vậy hàm số đồng biến trên 

d) Đạo hàm của hàm số  biểu thị tốc độ tăng dân số của thị trấn (tính bằng nghìn nguời/năm). Vào năm 1998 thì tốc độ tăng dân số là 0,125 nghìn người/năm.
Lời giải

a) Đúng: Vào đầu năm 1980, ta có . Vậy số dân của thị trấn vào đầu năm 1980 là 18 nghìn người.

Vào đầu năm 1995 ta có .
Số dân của thị trấn vào đầu năm 1995 là 22 nghìn người.




b) Sai:  với mọi  liên tục trên  vì liên tục trên khoảng 

Vậy hàm số đồng biến trên .
c) Đúng: Tốc độ tăng dân số vào đầu năm 1990 là: 


do 
Tốc độ tăng dân số được dự kiến vào năm 2008 của thị trấn là:


do 

Ta có: 
d) Sai: Vậy vào năm 1996, tốc độ tăng dân số của thị trấn là 0,125.


Câu 2:	Dân số của một quốc gia sau  (năm) kể từ năm  được ước tính bởi công thức:



 , được tính bằng triệu người và 

a) Dân số của quốc gia vào năm 2030 là:  (triệu người)

b) Dân số của quốc gia vào năm 2035 là:  (triệu người)




c) Xem  là hàm số của biến số  xác định trên đoạn . Khi đó hàm số  đồng biến trên đoạn [0; 50].

d) Đạo hàm của hàm số biểu thị tốc độ tăng dân số của quốc gia đó (tính bằng triệu người/năm). Vậy vào năm 2040 thì tốc độ tăng dân số của quốc gia đó là 1,6 triệu người/ năm.
Lời giải

a) Đúng: Dân số của quốc gia vào năm 2030 là:  (triệu người)

b) Sai: Dân số của quốc gia vào năm 2035 là:  (triệu người)

c) Đúng: Trên đoạn [0; 50] ta có: 

Do đó hàm số  đồng biến trên đoạn [0; 50].

d) Ta có: 
Với tốc độ tăng dân số của quốc gia đó là 1,6 triệu người/ năm ta có:


Vậy vào năm 2046 thì tốc độ tăng dân số của quốc gia đó là 1,6 triệu người/ năm.



Câu 3:	Sự phân huỷ của rác thải hữu cơ có trong nước sẽ làm tiêu hao oxygen hoà tan trong nước. Nồng độ oxygen (mg/l) trong một hồ nước sau  giờ  khi một lượng rác thải hữu cơ bị xả vào hồ được xấp xỉ bởi hàm số  (có đồ thị như đường màu đỏ ở hình bên) 
[image: A red line with numbers and a curve  Description automatically generated]


a) Vào thời điểm  thì nồng độ oxygen trong nước là (mg/l)

b) Nồng độ oxygen (mg/l) trong một hồ nước không vượt quá (mg/l)

c) Vào thời điểm  thì nồng độ oxygen trong nước cao nhất

d) Nồng độ oxygen (mg/l) trong một hồ nước thấp nhất là (mg/l)
Lời giải



Xét  trên nửa đoạn  có 
Bảng biến thiên:
[image: ]


Từ bảng biến thiên ta thấy  và 


Vậy vào các thời điểm  thì nồng độ oxygen trong nước cao nhất và  giờ thì nồng độ oxygen trong nước thấp nhất.


a) Đúng: Vào thời điểm  thì nồng độ oxygen trong nước là (mg/l)

b) Đúng: Nồng độ oxygen (mg/l) trong một hồ nước không vượt quá (mg/l)

c) Đúng: Vào thời điểm  thì nồng độ oxygen trong nước cao nhất

d) Sai: Nồng độ oxygen (mg/l) trong một hồ nước thấp nhất là (mg/l)









Câu 4:	Xét một chất điểm chuyển động dọc theo trục . Toạ độ của chất điểm tại thời điểm  được xác định bởi hàm số  với . Khi đó  là vận tốc của chất điểm tại thời điểm , kí hiệu  là gia tốc chuyển động của chất điểm tại thời điểm , kí hiệu .

a) Hàm vận tốc là 

b) Hàm gia tốc là 


c) Trong khoảng từ  đến  thì vận tốc của chất điểm tăng

d) Từ  trở đi thì vận tốc của chất điểm giảm
Lời giải

а) Đúng: Hàm 

b) Đúng: Hàm 


c) Sai: Tập xác định:  và 
Bảng biến thiên:
[image: ]


Vậy trong khoảng từ  đến  thì vận tốc của chất điểm giảm,

d) Sai: Từ  trở đi thì vận tốc của chất điểm tăng


Câu 5:	Giả sử một hạt chuyển động trên một trục thẳng đứng chiều dương hướng lên trên sao cho toạ độ của hạt (đơn vị: mét) tại thời điểm  (giây) là .

a) Hàm vận tốc là: 

b) Hạt chuyển động xuống dưới khi 


c) Quãng đường hạt đi được trong khoảng thời gian  là 

d) Khi  thì hạt tăng tốc
Lời giải

a) Đúng: Hàm vận tốc là: 

Hàm gia tốc là: 


b) Sai: Hạt chuyển động lên trên khi  (do )


Hạt chuyển động xuống dưới khi  (do )

c) Đúng: Ta có: 


Vậy quãng đường vật đi được trong thời gian  là .



d) Đúng: Hạt tăng tốc khi  tăng hay . Do đó, 



Hạt giảm tốc khi  giảm hay  (không thỏa mãn do )
Câu 6:	Một nhà sản xuất trung bình bán được 1000 ti vi màn hình phẳng mỗi tuần với giá 14 triệu đồng một chiếc. Một cuộc khảo sát thị trường chỉ ra rằng nếu cứ giảm giá bán 500 nghìn đồng, số lượng ti vi bán ra sẽ tăng thêm khoảng 100 ti vi mỗi tuần.



a) Gọi  (triệu đồng) là giá của mỗi ti vi,  là số ti vi. Vậy hàm cầu là: 

b) Công ty giảm giá  (triệu đồng)/1 tivi cho người mua thì doanh thu của công ty là lớn nhất



c) Nếu hàm chi phí hằng tuần là  (triệu đồng), trong đó  là số ti vi bán ra trong tuần, vậy có  ti vi được bán ra thì lợi nhuận là cao nhất.


d) Nếu hàm chi phí hằng tuần là  (triệu đồng), trong đó  là số ti vi bán ra trong tuần, nhà sản xuất nên đặt giá bán 8,5 triệu đồng/1 ti vi để lợi nhuận là lớn nhất
Lời giải



a) Đúng: Gọi  (triệu đồng) là giá của mỗi ti vi,  là số ti vi. Khi đó hàm cầu là .






Theo giả thiết, tốc độ thay đổi của  tỉ lệ với tốc độ thay đổi của  nên hàm số  là hàm số bậc nhất nên. Do đó,   khác 0.




Giá tiền  ứng với , giá tiền  ứng với 



Do đó, phương trình đường thẳng  đi qua hai điểm  và . 


Ta có hệ phương trình:  (thỏa mãn)

b) Đúng: Vì 

Hàm doanh thu từ tiền bán ti vi là: 


Để doanh thu là lớn nhất thì ta cần tìm  sao cho  đạt giá trị lớn nhất.

Ta có: 
Bảng biến thiên:
[image: ]

Vậy công ty nên giảm giá số tiền một chiếc ti vi là:  (triệu đồng) thì doanh thu là lớn nhất.



c) Sai: Doanh thu bán hàng của  sản phẩm là:  (triệu đồng). Do đó, hàm số thể hiện lợi nhuận thu được khi bán  sản phẩm là:

 (triệu đồng).


Để lợi nhuận là lớn nhất thì  là lớn nhất. Ta có: 
Bảng biến thiên:
[image: ]

Vậy có  ti vi được bán ra thì lợi nhuận là cao nhất.

Số ti vi mua tăng lên là:  (chiếc)

d) Sai: Vậy cửa hàng nên đặt giá bán là:  (triệu đồng)



Câu 7:	Một hộ làm nghề dệt vải lụa tơ tằm sản xuất mỗi ngày được  mét vải lụa . Tổng chi phí sản xuất  mét vải lụa, tính bằng nghìn đồng, cho bởi hàm chi phí:





Giả sử hộ làm nghề dệt này bán hết sản phẩm mỗi ngày với giá 220 nghìn đồng/mét. Gọi  là số tiền bán được và  là lợi nhuận thu được khi bán  mét vải lụa.



a) Biểu thức tính  theo  là (nghìn đồng).



b) Biểu thức tính  theo là  (nghìn đồng).
c) Hộ làm nghề dệt này cần sản xuất và bán ra mỗi ngày 10 mét vải lụa để thu được lợi nhuận tối đa
d) Lợi nhuận tối đa của hộ làm nghề dệt vải lụa tơ tằm có thể đạt được là 1000 nghìn đồng.
Lời giải

Khi bán  mét vải lụa:

a) Đúng: Số tiền thu được là:  (nghìn đồng).

b) Sai: Lợi nhuận thu được là:  (nghìn đồng).


c) Đúng: Hàm số  xác định trên .


Đạo hàm  hoặc  (loại).

Trên khoảng  nên hàm số đồng biến trên khoảng này.

Trên khoảng  nên hàm số nghịch biến trên khoảng này.



Cực trị: Hàm số  đạt cực đại tại  và .
Bảng biến thiên:
[image: ]


Đồ thị hàm số có điểm cực đại  và đi qua các điểm  như hình.
[image: A graph of a function  Description automatically generated]

d) Sai: Quan sát đồ thị hàm số, ta nhận thấy khi  thì hàm số đạt giá trị lớn nhất là 1200. Như vậy, hộ làm nghề dệt cần sản xuất và bán ra mỗi ngày 10 mét vải lụa để thu được lợi nhuận tối đa. Lợi nhuận tối đa này là 1200 nghìn đồng.





Câu 8:	Giả sử hàm cầu của một sản phẩm độc quyền được cho bởi  và hàm chi phí trung bình trong đó  là số đơn vị sản phẩm ( và  được tính bằng $ đối với mỗi đơn vị sản phẩm).

a)  là lượng sản phẩm bán ra để lợi nhuận thu được tối đa;

b) Giá bán để lợi nhuận thu được tối đa là 

c) Lợi nhuận tối đa là 


d) Nếu chính phủ đánh thuế / một đơn vị sản phẩm thì giá bán  để lợi nhuận thu được tối đa
Lời giải
Ta có: Lợi nhuận = Tổng doanh thu - Tổng chi phí.



Tổng doanh thu là  và tổng chi phí là  được cho bởi 


Và  nên lợi nhuận 

Hay 

a) Đúng: Để tối đa hóa lợi nhuận, ta cho 



Ta có . Vậy  đạt cực đại tại .


b) Sai: Thay  vào hàm cầu ta được giá bán trên mỗi sản phẩm để lợi nhuận thu được tối đa: 

c) Đúng: Lợi nhuận tối đa: 


d) Sai: Khi chi phí đánh thuế 22$/một đơn vị sản phẩm, tổng chi phí tăng . Hàm chi phí mới là  và hàm lợi nhuận mới là



Ta có 



Vì  nên để thu được lợi nhuận tối đa, nhà độc quyền phải sản xuất 85 đơn vị sản phẩm với mức giá , do mức giá này chỉ hơn 10$ so với trước đó nên chỉ một phần thuế được tính vào người tiêu dùng, phần thuế còn lại do nhà sản xuất gánh chịu. Lợi nhuận bây giờ là .
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn





Câu 1:	Cho biết điện lượng truyền trong dây dẫn theo thời gian biểu thị bởi hàm số , trong đó  được tính bằng giây (s) và  được tính theo Culong  Tính cường độ dòng điện tại thời điểm s.
Lời giải


Cường độ dòng điện tại thời điểm s là 



Câu 2:	Trong 5 giây đầu tiên, một chất điểm chuyển động theo phương trình trong đó  tính bằng giây và  tính bằng mét. Chất điểm có vận tốc tức thời lớn nhất bằng bao nhiêu trong 5 giây đầu tiên đó?
Lời giải

Ta có: .




Nhận xét:  có đồ thị là một parabol nên trong  đầu tiên vận tốc tức thời cúa chất điểm đạt giá trị lớn nhất bằng  tại .





Câu 3:	Một tên lửa bay vào không trung với quãng đường đi được là  (km) là hàm phụ thuộc theo biến  (giây) tuân theo biểu thức sau:  (km). Vận tốc của tên lửa sau 1 giây là  (km/s). Tính   (Biết hàm biểu thị vận tốc là đạo hàm cấp một của hàm biểu thị quãng đường theo thời gian)?
Lời giải

Ta có:  (km/s)

Vậy 





Câu 4:	Một vật được phóng thẳng đứng lên trên từ độ cao m với vận tốc ban đầu là (m/s). Trong Vật lý, ta biết rằng khi bỏ qua sức cản của không khí thì độ cao  (mét) của vật sau  (giây) được cho bởi công thức  Hỏi sau bao nhiêu giây thì vật đạt độ cao lớn nhất?
Lời giải


Xét hàm số: . Tập xác định của hàm số là .

Ta có: 
Bảng biến thiên:
[image: A math problem with numbers and a line  Description automatically generated]

Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực đại tại 

Vậy thời điểm vật đạt độ cao lớn nhất là  giây



Câu 5:	Giả sử doanh số (tính bằng số sản phẩm) của một sản phẩm mới (trong vòng một số năm nhất định) tuân theo quy luật Logistic được mô hình hoá bằng hàm số trong đó thời gian  được tính bằng năm, kể từ khi phát hành sản phẩm mới. Khi đó, đạo hàm  sẽ biểu thị tốc độ bán hàng. Hỏi sau khi phát hành bao nhiêu năm thì tốc độ bán hàng là lớn nhất?
Lời giải


Ta có: . Tốc độ bán hàng là lớn nhất khi  lớn nhất.


Đặt  có 



Ta có bảng biến thiên với :
[image: A graph of a mathematical equation  Description automatically generated with medium confidence]

Vậy sau khi phát hành khoảng  năm thì thì tốc độ bán hàng là lớn nhất.


Câu 6:	Trong một thí nghiệm y học, người ta cấy 1000 vi khuẩn vào môi trường dinh dưỡng. Bằng thực nghiệm, người ta xác định được số lượng vi khuẩn thay đổi theo thời gian bởi công thức: trong đó  là thời gian tính bằng giây. Tính số lượng vi khuẩn lớn nhất kể từ khi thực hiện cấy vi khuẩn vào môi trường dinh dưỡng.
Lời giải

Xét hàm số .

Ta có: .

Khi đó, với .

Bảng biến thiên của hàm số  như sau:
[image: A graph with numbers and a line  Description automatically generated]
Căn cứ bảng biến thiên, ta thấy: 



Trên khoảng  hàm số  đạt giá trị lớn nhất bằng 1005 tại .
Vậy số lượng vi khuẩn lớn nhất kể từ khi thực hiện cấy vi khuẩn vào môi trường dinh dưỡng là 1005 con.




Câu 7:	Ho ép khí quản co lại, ảnh hưởng đến tốc độ của không khí đi vào khí quản. Tốc độ của không khí đi vào khí quản khi ho được cho bởi công thức trong đó  là hằng số,  là bán kính bình thường của khí quản,  là bán kính khí quản khi ho. Hỏi bán kính của khí quản khi ho bằng bao nhiêu so với bán kính khí quản lúc bình thường thì tốc độ của không khí đi vào khí quản là lớn nhất?
Lời giải


Ta có: . Nhận xét .

Ta có 

Vậy bán kính của khí quản khi ho bằng  bán kính khí quản lúc bình thường thì tốc độ không khí đi vào là lớn nhất.
Câu 8:	Người quản lí của một khu chung cư có 100 căn hộ cho thuê nhận thấy rằng tất cả các căn hộ sẽ có người thuê nếu giá thuê một căn hộ là 8 triệu đồng một tháng. Một cuộc khảo sát thị trường cho thấy rằng, trung bình cứ mỗi lần tăng giá thuê căn hộ thêm 100 nghìn đồng thì sẽ có thêm một căn hộ bị bỏ trống. Người quản lí nên đặt giá thuê mỗi căn hộ là bao nhiêu để doanh thu là lớn nhất?
Lời giải



Gọi  là số lần tăng giá 100 nghìn đồng . Khi đó, số căn được cho thuê là:  (căn)
Tổng số tiền thu được trong một tháng là:



Dấu "=" xảy ra khi  (thỏa mãn)

Vậy để thu được doanh thu là lớn nhất thì người quản lí nên đặt giá thuê mỗi căn hộ là:  (đồng).


Câu 9:	Giả sử chi phí tiền xăng  (đồng) phụ thuộc tốc độ trung bình (km/h) theo công thức: 





Để biểu diễn trực quan sự thay đổi của  theo , người ta đã vẽ đồ thị hàm số  như hình bên.
[image: A graph with a red line  Description automatically generated]
Tài xế xe tải lái xe với tốc độ trung bình là bao nhiêu để tiết kiệm tiền xăng nhất?
Lời giải

Tập xác định: .


Đạo hàm  (loại) hoặc .

Trên khoảng  nên hàm số nghịch biến trên khoảng này.

Trên khoảng  nên hàm số đồng biến trên khoảng này.

Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại .


Giới hạn vô cực và tiệm cận:  nên đường thẳng  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.
Bảng biến thiên:
[image: A diagram of a number  Description automatically generated with medium confidence]



Đồ thị hàm số có điểm cực tiểu  và đi qua các điểm ,  như hình.
[image: A graph with a red line  Description automatically generated]

Quan sát đồ thị hàm số, ta nhận thấy hàm số đạt GTNN khi  và GTNN là 400.
Như vậy, để tiết kiệm tiền xăng nhất, tài xế nên chạy xe với tốc độ trung bình là 80 km/h.
Câu 10:	Một công ty kinh doanh bất động sản có 20 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 2 triệu đồng/1 tháng thì tất cả các căn hộ đều có người thuê. Nhưng cứ mỗi lần tăng giá cho thuê mỗi căn hộ thêm 200 nghìn đồng/1 tháng thì có thêm một căn hộ bị bỏ trống. Hỏi công ty nên cho thuê mỗi căn hộ bao nhiêu tiền một tháng để tổng số tiền thu được là lớn nhất?
Lời giải


Giả sử giá thuê mỗi căn hộ là  triệu đồng/1 tháng và số căn hộ cho thuê là .

Khi đó tổng số tiền thu được sẽ là . 

Theo đề bài, ta có:  (vì cứ mỗi lần tăng giá thuê mỗi căn hộ thêm 200 nghìn đồng/1 tháng thì có thêm một căn hộ bị bỏ trống).


Do đó ta cần tìm giá trị của  sao cho hàm số  đạt giá trị lớn nhất.


Ta có: 
Cuối cùng ta kiểm tra xem điểm cực này có phải là điểm cực đại hay không:

Xác định khoảng: 


Chọn  , chọn 



Vì đạo hàm dương với mọi  là âm với mọi  hàm số cực đại tại 
Vì vậy, công ty nên cho thuê mỗi căn hộ với giá 3 triệu đồng/1 tháng để tổng số tiền thu được là lớn nhất.









Câu 11:	Một con cá hồi bơi ngược dòng nước để vượt một khoảng cách là km. Vận tốc dòng nước là (km/h). Nếu vận tốc bơi của cá khi nước đứng yên là (km/h) thì năng lượng tiêu hao của cá trong  giờ được cho bởi công thức  (trong đó  là hằng số dương,  được tính bằng đơn vị Jun). Cá bơ ngược dòng quãng đường km trên trong khoảng thời gian  với vận tốc bằng bao nhiêu để năng lượng tiêu hao là thấp nhất?
Lời giải

Vận tốc khi cá bơi ngược dòng sẽ là (km/h).


Thời gian để bơi quãng đường km là .

Năng lượng tiêu hao là . 

Do .


Với  ta có 


Lập bảng biến thiên ta nhận  (do ).

Vậy để năng lượng tiêu hao là thấp nhất thì vận tốc là (km/h).






Câu 12:	Thể tích  của (kg) nước ở nhiệt độ  ( nằm giữa  đến ) được cho bởi công thức 


Ở nhiệt độ bao nhiêu độ C thì nước có khối lượng riêng lớn nhất?
Lời giải
Ta có đạo hàm của thể tích: 


Lập bảng biến thiên
[image: A diagram of a number  Description automatically generated]

Từ bảng biến thiên, khối lượng riêng lớn nhất của vật khi thể tích nhỏ nhất lúc vật có nhiệt độ xấp xỉ gần bằng .





Câu 13:	Một công ty đánh giá rằng sẽ bán được  lô hàng nếu chi hết số tiền là  (triệu đồng) vào việc quảng cáo. Biết rằng  và  liên hệ với nhau bằng biểu thức . Hãy tìm số lô hàng lớn nhất mà công ti có thể bán sau đợt quảng cáo?
Lời giải

Ta có 

Đồng thời, ta cũng có 
Vậy nếu công ti dành 15 triệu cho việc quảng cáo thì công ti sẽ bán được nhiều nhất là 231 lô hàng.

Câu 14:	Công ti truyền hình cáp Vista hiện có 100000 thuê bao. Mỗi thuê bao đang trả cước thuê bao 40$/ tháng. Một cuộc khảo sát cho thấy cứ mỗi lần giảm  cước thuê bao, công ti có thể có thêm 1000 thuê bao. Để doanh thu thu được là tối đa, công ti cần xác định mức cước thuê bao mỗi tháng là bao nhiêu?
Lời giải





Gọi  là số lần giảm . Cước thuê bao hàng tháng lúc này là  với  (do mức cước không thể âm), và số thuê bao mới là . 

Do đó, tổng số thuê bao là . 
Hàm doanh thu được cho bởi R = (số thuê bao) x (cước mỗi thuê bao trả)




Đạo hàm , ta được 



Vì tập xác định của  là khoảng đóng [0; 160] nên  đạt cực đại tại  hoặc tại các điểm đầu mút của đoạn [0; 160].

Ta có: 



Vậy doanh thu tối đa khi . Điều này tương ứng với 30 lần giảm , tức là cước thuê bao hàng tháng là . 

Số thuê bao tại mức cước này là .




Câu 15:	Một bài báo trong tạp chí xã hội học phát biểu rằng nếu một chương trình chăm sóc sức khỏe đặc biệt cho người già được khởi xướng, thì  năm sau khi nó được khởi động,  ngàn người già có thể trực tiếp nhận được các phúc lợi, trong đó . Với giá trị nào của  thì số người nhận phúc lợi tối đa là bao nhiêu?
Lời giải


Đạo hàm  ta có 





Vì tập xác định của  là một khoảng đóng  nên  đạt cực đại tuyệt đối tại  hoặc :






Do đó  đạt cực đại khi  (năm).




Câu 16:	Một chất điểm chuyển động có phương trình chuyển động là , với  là khoảng thời gian tính từ lúc vật bắt đầu chuyển động và  là quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian đó. Trong khoảng thời gian 8 giây đầu tiên, vận tốc của chất điểm đạt giá trị lớn nhất bằng?
Lời giải

Ta có : 


Ta đi tìm giá trị lớn nhất của  trên khoảng 


Mặt khác: 
Bảng biến thiên:
[image: A white background with black numbers and a line  Description automatically generated with medium confidence]

Vậy vận tốc lớn nhất trong khoảng 8 giây đầu tiên là: (m/s).




Câu 17:	Một công ty sản xuất dụng cụ thể thao nhận được một đơn đặt hàng sản xuất  quả bóng tennis. Công ty này sở hữu một số máy móc, mỗi máy có thể sản xuất  quả bóng trong một giờ. Chi phí thiết lập các máy này là  nghìn đồng cho mỗi máy. Khi được thiết lập, hoạt động sản xuất sẽ hoàn toàn diễn ra tự động dưới sự giám sát. Số tiền phải trả cho người giám sát là  nghìn đồng một giờ. Số máy móc công ty nên sử dụng là bao nhiêu để chi phí hoạt động là thấp nhất?
Lời giải

Gọi số máy móc công ty sử dụng để sản xuất là .


Thời gian cần để sản xuất hết  quả bóng là: .

Tổng chi phí để sản xuất là: 

Ta có: .
Bảng biến thiên: 
[image: A diagram of a number  Description automatically generated with medium confidence]

Vậy công ty nên sử dụng  máy để chi phí hoạt động là thấp nhất.
B. BÀI TẬP TỰ LUẬN




Bài tập 1: Khi bỏ qua sức cản của không khi, độ cao (mét) của một vật được phóng thẳng đứng lên trên từ điểm cách mặt đất với vận tốc ban đầu  là  (theo Vật lý Đại Cương, NXB Giáo dục Việt Nam, 2016).
a) Tìm vận tốc của vật sau 2 giây.
b) Khi nào vật đạt độ cao lớn nhất và độ cao lớn nhất đó là bao nhiêu?
c) Khi nào thì vật chạm đất và vận tốc của vật lúc chạm đất là bao nhiêu?
Lời giải

a) Theo ý nghĩa cơ học của đạo hàm, vận tốc của vật là .

Do đó, vận tốc của vật sau 2 giây là .



b) Vì  là hàm số bậc hai có hệ số  nên  đạt giá trị lớn nhất tại 


 (giây). Khi đó, độ cao lớn nhất của vật là .


c) Vật chạm đất khi độ cao bằng 0 , tức là  hay  (giây).

Vận tốc của vật lúc chạm đât là .
Vận tốc âm chứng tỏ chiều chuyển động của vật là ngược chiều dương (hướng lên trên) của trục đã chọn (khi lập phương trình chuyển động của vật).





Bài tập 2: Giả sử số lượng của một quần thể nấm men tại môi trường nuôi cấy trong phòng thí nghiệm được mô hinh hoá bằng hàm số , trong đó thời gian  được tính bằng giờ. Tại thời điểm ban đầu , quần thể có 20 tế bào và tăng với tốc độ 12 tế bào/giờ. Tìm các giá trị của  và . Theo mô hình này, điều gì xảy ra với quần thể nấm men về lâu dài?
Lời giải

Ta có: .


Theo đề bài, ta có:  và . 

Do đó, ta có hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình này, ta được  và .

Khi đó, , tức là số lượng quần thể nấm men luôn tăng.

Tuy nhiên, do  nên số lượng quần thể nấm men tăng nhưng không vượt quá 100 tế bào.



Bài tập 3: Giả sử chi phí  (nghìn đồng) để sản xuất  đơn vị của một loại hàng hoá nào đó được cho bởi hàm số .
a) Tìm hàm chi phí biên.

b) Tìm  và giải thích ý nghĩa.

c) So sánh  với chi phí sản xuất đơn vị hàng hoá thứ 201.
Lời giải

a) Hàm chi phí biên là .

b) Ta có: .

Chi phí biên tại  là 14300 nghìn đồng, nghĩa là chi phí để sản xuất thêm một đơn vị hàng hoá tiếp theo (đơn vị hàng hoá thứ 201) là khoảng 14300 nghìn đồng.
c) Chi phí sản xuất đơn vị hàng hoá thứ 201 là

(nghìn đồng)

Giá trị này xấp xỉ với chi phí biên  đã tính ở câu trên.



Bài tập 4: Để loại bỏ  chất gây ô nhiễm không khí từ khí thải của một nhà máy, người ta ước tính chi phí cần bỏ ra là (triệu đồng). Khảo sát sự biến thiên của hàm số . Từ đó, hãy cho biết:

a) Chi phí cần bỏ ra sẽ thay đổi như thế nào khi  tăng?

b) Có thể loại bỏ được  chất gây ô nhiễm không khí không? Vì sao?
Lời giải

Xét hàm số .





Ta có:, với mọi . Do đó hàm số luôn đồng biến trên nửa khoảng  và nên đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là .
Bảng biến thiên:
[image: A black and white image of a window  Description automatically generated]


a) Chi phí cần bỏ ra  sẽ luôn tăng khi  tăng.




b) Vì  (hàm số  không xác định khi  nên nhà máy không thể loại bỏ  chất gây ô nhiễm không khí (dù bỏ ra chi phí là bao nhiêu đi chăng nữa).












Bài tập 5: Xét phản ứng hoá học tạo ra chất  từ hai chất  và : . Giả sử nồng độ của hai chất  và  bằng nhau  (mol/l) . Khi đó nồng độ của chất  theo thời gian   được cho bởi công thức: (mol/l) trong đó  là hằng số dương.

a) Tìm tốc độ phản ứng tại thời điểm .


b) Chứng minh nếu  thì 

c) Nêu hiện tượng xảy ra với nồng độ các chất khi 

d) Nêu hiện tượng xảy ra với tốc độ phản ứng khi 
Lời giải

a) Tìm tốc độ phản ứng tại thời điểm . 


Tốc độ phản ứng là đạo hàm của  theo biến 

Do đó 


b) Theo câu trên nếu  thì 	


Ta lại có  nên 



c) Ta có  (mol/l) nên nồng độ của chất  dần đến  (mol/l)


d) Ta có  (mol/l) nên tốc độ phản ứng dần đến .

Dạng 2: Một số bài toán tối ưu đơn giản
Quy trình giải một bài toán tối ưu hoá:

■	Bước 1: Xác định đại lượng  mà ta cần làm cho giá trị của đại lượng ấy lớn nhất hoặc nhỏ nhất và biểu diễn nó qua các đại lượng khác trong bài toán.





■	Bước 2: Chọn một đại lượng thich hợp nào đó, kí hiệu là , và biểu diễn các đại lượng khác ở Bước 1 theo . Khi đó, đại lượng  sẽ là hàm số của một biến . Tìm tập xác định của hàm số 

■	Bước 3: Tìm giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất của hàm số  bằng các phương pháp đã biết và kết luận.

A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.

Câu 1:	Một màn ảnh hình chữ nhật cao 1,4 mét và đặt ở độ cao 1,8 mét so với tầm mắt (tính từ đầu mép dưới của màn hình). Để nhìn rõ nhất phải xác định vị trí đó? Biết rằng góc  là góc nhọn.
[image: ]




A. m	B. m	C. m	D. m
Lời giải


Đặt độ dài cạnh cm, 

Suy ra: 

Ta sử dụng định lí cosin trong tam giác  ta có:






Vì góc  là góc nhọn nên bài toán trở thành tìm  để   đạt giá trị nhỏ nhất.


Đặt  suy ra 

Ta tìm t để  nhận giá trị nhỏ nhất.




Bảng biến thiên: 
[image: A diagram of a number of objects  Description automatically generated]

Thay vào đặt ta có: 

Vậy để nhìn rõ nhất thì m.

Câu 2:	Từ hình vuông có cạnh bằng  người ta cắt bỏ các tam giác vuông cân tạo thành hình tô đậm như hình vẽ. Sau đó người ta gập thành hình hộp chữ nhật không nắp. Tính thể tích lớn nhất của khối hộp.
[image: ]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
Đặt kích thước các cạnh như hình vẽ
[image: A diagram of a square with a x and y  Description automatically generated with medium confidence]




Ta có  với .

Thể tích của khối hộp tạo thành là .

Ta có .
Bảng biến thiên
[image: A math equations on a white background  Description automatically generated]



Vậy:  khi ,.


Câu 3:	Cho hình vuông  có cạnh bằng 4, chính giữa có một hình vuông đồng tâm với . Biết rằng bốn tam giác là bốn tam giác cân. Hỏi tổng diện tích của hình vuông ở giữa và bốn tam giác cân nhỏ nhất bằng bao nhiêu?
[image: ]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
[image: ]

Đặt .



Gọi  tổng diện tích của hình vuông ở giữa và bốn tam giác cân nhỏ.



Bảng biến thiên
[image: A diagram of a mathematical problem  Description automatically generated]

Vậy 
Câu 4:	Trong một bài thực hành huấn luyện quân sự có một tình huống chiến sĩ phải bơi qua sông để tấn công mục tiêu ở ngay phía bờ bên kia sông. Biết rằng lòng sông rộng 100m và vận tốc bơi của chiến sĩ bằng một phần ba vận tốc chạy trên bộ. Hãy cho biết chiến sỹ phải bơi bao nhiêu mét để đến được mục tiêu nhanh nhất?Biết dòng sông là thẳng,mục tiêu cách chiến sỹ 1km theo đường chim bay và chiến sỹ cách bờ bên kia 100m.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
[image: A triangle with a line and a point  Description automatically generated with medium confidence]



Gọi   là mục tiêu;  là vị trí chiến sỹ và  là đường bơi của chiến sỹ.


Chọn một đơn vị độ dài là 100m suy ra 


Gọi vận tốc bơi của chiến sỹ là một đơn vị vận tốc thì vận tốc chạy của chiến sỹ là 3 đơn vị vận tốc. Gọi  là quãng đường chiến sỹ bơi suy ra 

Vậy quãng đường chiến sỹ chạy là 

Thời gian chiến sỹ đến được mục tiêu là: 


Xét hàm  có 
Bảng biến thiên: 
[image: A math problem with arrows and numbers  Description automatically generated with medium confidence]

Vậy thời gian chiến sỹ đến mục tiêu ngắn nhất khi 

Vậy chiến sỹ phải bơi .




Câu 5:	Một người dự định làm một bể chứa nước hình trụ bằng inốc có nắp đậy với thể tích  (m3). Chi phí mỗi m2 đáy là  nghìn đồng, mỗi m2 nắp là  nghìn đồng và mỗi m2 mặt bên là  nghìn đồng. Hỏi người đó án kính bể là bao nhiêu để chi phí làm bể ít nhất?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Gọi  và  lần lượt là bán kính và chiều cao của bể chứa nước.


Ta có thể tích bể chứa nước là: .

Diện tích nắp và mặt đáy bể chứa nước là: .

Diện tích xung quanh của bể chứa nước là: .

Chi phí làm bể chứa nước là:  (trăm nghìn đồng).



Ta có: . Xét .
Bảng biến thiên:
[image: A diagram of a mathematical problem  Description automatically generated]

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy chi phí làm bể chứa nước thấp nhất khi .

Câu 6:	Một khúc gỗ tròn hình trụ cần xẻ thành một chiếc xà có tiết diện ngang là hình vuông và 4 miếng phụ như hình vẽ. Hãy xác định kích thước của các miếng phụ để diện tích sử dụng theo tiết diện ngang là lớn nhất. Biết đường kính khúc gỗ là .


[image: ]A. Rộng , dài 


B. Rộng , dài 


C. Rộng , dài 


D. Rộng , dài 
Lời giải


Gọi chiều dài và chiều rộng của miếng phụ lần lượt là x, y. Đường kính của khúc gỗ là d, khi đó tiết diện ngang của thanh xà có độ dài cạnh là  và 
Theo đề Câu ta được hình chữ nhật ABCD như hình vẽ, theo định lý Pitago ta có:




Do đó, miếng phụ có diện tích là:  với 


Bài toán trở thành tìm  để  đạt giá trị lớn nhất.


Ta có: 



Vậy miếng phụ có kích thước 



Câu 7:	Nhà Long muốn xây một hồ chứa nước có dạng một khối hộp chữ nhật có nắp đậy có thể tích bằng . Đáy hồ là hình chữ nhật có chiều dài gấp đôi chiều rộng. Giá tiền thuê nhân công để xây hồ tính theo  là  đồng/m2. Hãy xác định kích thước của hồ chứa nước sao cho chi phí thuê nhân công là ít nhất và chi phí đó là bao nhiêu?
A. Rộng 6m, dài 12m, cao 8m. Tiền: 216 triệu
B. Rộng 6m, dài 12m, cao 8m. Tiền: 215 triệu
C. Rộng 6m, dài 12m, cao 8m. Tiền: 214 triệu
D. Rộng 6m, dài 12m, cao 8m. Tiền: 213 triệu.
Lời giải


Gọi  lần lượt là chiều dài, chiều rộng, chiều cao của hồ chứa nước, 


Ta có: . Thể tích hồ chứa nước 
Diện tích cần xây dựng hồ chứa nước:


Để chi phí nhân công là ít nhất thì diện tích cần xây dựng là nhỏ nhất, mà vẫn đạt thể tích như mong muốn.


Bài toán trở thành tìm  để  nhỏ nhất


Bảng biến thiên: 
[image: A diagram of a line  Description automatically generated]
Vậy kích thước của hồ là: rộng 6m, dài 12m, cao 8m. 


Diện tích cần xây:  và chi phí ít nhất là: 

Câu 8:	Tìm diện tích lớn nhất của hình chữ nhật nội tiếp trong nửa đường tròn bán kính , nếu một cạnh của hình chữ nhật nằm dọc theo đường kính của hình tròn mà hình chữ nhật đó nội tiếp?




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải


Gọi  là độ dài cạnh của hình chữ nhật không nằm dọc theo đường kính của hình tròn 

Độ dài cạnh còn lại của hình chữ nhật là 

Ta có diện tích của hình chữ nhật là: 


Bài toán trở thành tìm  để  đạt giá trị lớn nhất.


Bảng biến thiên:
[image: A math equations on a white background  Description automatically generated]

Vậy diện tích lớn nhất của hình chữ nhật là .


Câu 9:	Để thiết kế một chiếc bể cá hình chữ nhật có chiều cao là  thể tích là , người thợ dùng loại kính để sử dụng làm mặt bên có giá thành 70.000 đồng/m2 và loại kính để làm mặt đáy có giá thành là 100.000 đồng/m2. Chi phí thấp nhất để hoàn thành bể cá là:

A.  đồng	B. 382.000 đồng	C. 83.200 đồng	C. 8.320.000 đồng.
Lời giải

Diện tích của đáy hộp là: 


Gọi chiều dài cạnh đáy của hộp là , chiều rộng của hộp là 

Gọi  là hàm chi phí để làm để cá.
Chi phí để hoàn thành bể cá:




Bài toán trở thành tìm  để  đạt giá trị nhỏ nhất.


Bảng biến thiên:
[image: A diagram of a mathematical equation  Description automatically generated]
Vậy chi phí thấp nhất để hoàn thành bể cá là: 83.200 đồng




Câu 10:	Ông Nam cần xây dựng một bể nước mưa có thể tích  dạng hình hộp chữ nhật với chiều dài gấp  lần chiều rộng, đáy và nắp đổ bê tông, cốt thép; xung quanh xây bằng gạch và xi măng. Biết rằng chi phí trung bình là 980.000đ và ở nắp để hở một khoảng hình vuông có diện tích bằng  diện tích nắp bể. Tính chi phí thấp nhất mà ông Nam phải chi trả (làm tròn đến hàng nghìn đồng).




A. đ.	B. đ.	C. đ.	D. đ.
Lời giải



Gọi chiều rộng của bể là . Ta có chiều dài bể là  và chiều cao của bể là 
Khi đó tổng diện tích bề mặt xây là:

.


Chi phí  (tính theo đồng) xây dựng là:  (đồng).

Câu 11:	Dùng một dây thép dài m uốn thành một khung có dạng như hình vẽ. Biết phần dưới là hình chữ nhật và phía trên là một tam giác đều. Diện tích lớn nhất của khung có giá trị bằng: 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Gọi hai cạnh của hình chữ nhật là  và  như hình vẽ

Khi đó chu vi của khung là 
[image: A triangle with lines and a point  Description automatically generated with medium confidence]

Suy ra diện tích của khung là: 

Dễ dàng suy ra được: 





Câu 12:	Hình vẽ bên dưới mô tả đoạn đường đi vào GARA Ô TÔ nhà cô Hiền. Đoạn đường đầu tiên có chiều rộng bằng , đoạn đường thẳng vào cổng GARA có chiều rộng . Biết kích thước xe ô tô là . Để tính toán và thiết kế đường đi cho ô tô người ta coi ô tô như một khối hộp chữ nhật có kích thước chiều dài , chiều rộng . Hỏi chiều rộng nhỏ nhất của đoạn đường đầu tiên gần nhất với giá trị nào trong các giá trị bên dưới để ô tô có thể đi vào GARA được?
[image: cau49.png]




A. .	B. .	C. .	D. .
[image: 20190124_190317 (1).jpg]


Chọn hệ trục như hình vẽ. Khi đó .



Gọi suy ra . Phương trình .


Do nên phương trình .



Mà khoảng cách giữa và bằng m nên

.


Điều kiện để ô tô đi qua được là nằm khác phía đối với bờ là đường thẳng .


Suy ra: 
Để cho nhanh, chúng ta dùng chức năng TABLE trong máy tính:


với STEP = ; START = 0; END = 5.


Thấy giá trị lớn nhất của xấp xỉ .

Vậy chiều rộng nhỏ nhất của đoạn đường đầu tiên gần nhất với giá trị 
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.





Câu 1.	Một sợi dây kim loại dài  . Người ta cắt đoạn dây đó thành hai đoạn có độ dài  được uốn thành đường tròn và đoạn còn lại được uốn thành hình vuông  
[image: ]

a) Bán kính đường tròn: .

b) Diện tích hình vuông: .

c) Tổng diện tích hai hình: .

d) Khi  thì hình vuông và hình tròn tương ứng có tổng diện tích nhỏ nhất.
Lời giải


a) Sai : Do  là độ dài của đoạn dây cuộn thành hình tròn .

Suy ra chiều dài đoạn còn lại là .




Chu vi đường tròn: . Diện tích hình tròn: .

b) Đúng: Diện tích hình vuông: .


c) Đúng: Tổng diện tích hai hình: .



Đạo hàm: ; .




d) Sai: Hàm  chỉ có một cực trị và là cực tiểu tại  suy ra .






Câu 2.	Từ một tấm bìa hình vuông  có cạnh bằng  người ta cắt bỏ bốn tam giác cân bằng nhau là , ,  và . Với phần còn lại người ta gấp lên và ghép lại để thành hình chóp tứ giác đều. 
[image: ]


Gọi cạnh đáy của mô hình là  (cm) với . 

a) Chiều cao của hình chóp là .


b) Điều kiện của  là: 

c) Thể tích của khối chóp bằng .

d) Khi cạnh đáy của khối chóp bằng  thì thể tích của khối chóp là lớn nhất 
Lời giải
[image: ][image: ]




a) Đúng : Gọi cạnh đáy của mô hình là  (cm) với . Ta có .

Chiều cao của hình chóp .


b) Đúng: Điều kiện .


c) Sai: Thể tích của khối chóp bằng .


d) Sai: Xét hàm số  với .




Ta có ; .
Bảng biến thiên
[image: ]


Vậy để mô hình có thể tích lớn nhất thì cạnh đáy của mô hình bằng .






Câu 3.	Một tấm kẽm hình vuông  có cạnh bằng . Người ta gập tấm kẽm theo hai cạnh  và  cho đến khi  và  trùng nhau như hình vẽ bên để được một hình lăng trụ khuyết hai đáy.
[image: A diagram of a rectangle with lines and letters  Description automatically generated]



a) Thể tích khối trụ được tính bằng công thức  trong đó  là diện tích của tam giác 


b) Diện tích của tam giác  bằng: 


c) Giá trị của  để thể tích khối lăng trụ lớn nhất là 

d) Thể tích khối lăng trụ lớn nhất bằng 
Lời giải
[image: A triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with  Description automatically generated]

a) Đúng: Đường cao lăng trụ là không đổi. Để thể tích lăng trụ lớn nhất chỉ cần diện tích đáy lớn nhất.






Gọi  là trung điểm cạnh   trong tam giác  


Ta có: . 


b) Sai:  


Vậy ta cần tìm  để  lớn nhất.

.
Bảng biến thiên:
[image: A graph with numbers and a line  Description automatically generated]

c) Đúng: Vậy thể tích lăng trụ lớn nhất khi .

d) Sai: Và thể tích lớn nhất bằng 















Câu 4.	[image: A diagram of a line with a point and a line  Description automatically generated with medium confidence]Một người đàn ông muốn chèo thuyền ở vị trí  tới điểm  về phía hạ lưu bờ đối diện, càng nhanh càng tốt, trên một bờ sông thẳng rộng  (như hình vẽ). Anh có thể chèo thuyền của mình trực tiếp qua sông để đến  và sau đó chạy đến , hay có thể chèo trực tiếp đến , hoặc anh ta có thể chèo thuyền đến một điểm  giữa  và  và sau đó chạy đến . Biết anh ấy có thể chèo thuyền , chạy  và quãng đường . Biết tốc độ của dòng nước là không đáng kể so với tốc độ chèo thuyền của người đàn ông.  Gọi  là độ dài quãng đường . Xét tính đúng sai trong các khẳng định sau:



a)  là độ dài quãng đường .


b) Thời gian chèo thuyền trên quãng đường  là:  (giờ)



c) Tổng thời gian di chuyển từ  đến  là 



d) Khoảng  giờ  phút là khoảng thời gian ngắn nhất để người đàn ông đến .
Lời giải




a) Đúng: Gọi  là độ dài quãng đường ;  là độ dài quãng đường .


b) Sai: Thời gian chèo thuyền trên quãng đường  là:  (giờ)


Thời gian chạy trên quãng đường  là:  (giờ)



c) Sai: Tổng thời gian di chuyển từ  đến  là 


Xét hàm số  trên khoảng 


Ta có ; 
Bảng biến thiên
[image: A math problem with numbers and symbols  Description automatically generated with medium confidence]





d) Đúng: Dựa vào bảng biến thiên ta thấy thời gian ngắn nhất để di chuyển từ  đến  là Vậy khoảng thời gian ngắn nhất để người đàn ông đến  là .
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn



Câu 1:	Cắt một đoạn dây dài thành hai đoạn dây, đoạn dây thứ nhất gấp thành một tam giác đều có diện tích , đoạn dây thứ hai gấp thành một hình vuông có diện tích  (như hình vẽ dưới)
[image: A black and white image of a triangle and a square  Description automatically generated]

Khi đó giá trị nhỏ nhất của tổng  là bao nhiêu?
Lời giải


Gọi độ dài đoạn dây gấp tam giác đều là  thì độ dài đoạn dây gấp hình vuông là (mét)
[image: A triangle and rectangle with lines  Description automatically generated with medium confidence]

Khi đó 

Mặt khác: 

Khi đó 

Dễ dàng tính được .



Câu 2:	Cắt một đoạn dây dài thành hai đoạn dây, đoạn dây thứ nhất gấp thành một đường tròn có diện tích , đoạn dây thứ hai gấp thành một hình vuông có diện tích  (như hình vẽ dưới)
[image: A close-up of a line  Description automatically generated]

Khi đó giá trị nhỏ nhất của tổng  là bao nhiêu?
Lời giải


Gọi độ dài đoạn dây gấp đường tròn là  thì độ dài đoạn dây gấp hình vuông là (mét)
[image: A black and white image of a circle and rectangle  Description automatically generated]

Khi đó 

Mặt khác: 

Khi đó 

Dễ dàng tính được .







Câu 3:	Một cái hộp có dạng hình hộp chữ nhật có thể tích bằng  và chiều dài gấp đôi chiều rộng. Chất liệu làm đáy và  mặt bên của hộp có giá thành gấp ba lần giá thành của chất liệu làm nắp hộp. Gọi  là chiều cao của hộp để giá thành của hộp là thấp nhất. Biết  với ,  là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Tổng  bằng bao nhiêu?
Lời giải
[image: A blue cube with lines  Description automatically generated]



Gọi chiều dài, chiều rộng của hộp là  và . 

Khi đó, ta có thể tích của cái hộp là: 


Do giá thành làm đáy và mặt bên hộp là , giá thành làm nắp hộp là nên giá thành làm hộp là


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số không âm ta được:







Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi: 



Vậy , và .


Câu 4:	Một tấm bìa hình vuông có diện tích . Người ta cắt ở bốn góc của tấm bìa đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng  cm rồi gập tấm bìa lại như hình vẽ bên để được một cái hộp không nắp có dạng hình hộp chữ nhật. Tìm thể tích lớn nhất mà hình hộp chữ nhật có thể thu được?
[image: ]
Lời giải


Cạnh của tấm bìa là , đáy sẽ là hình vuông có cạnh bằng .


Thể tích thu được là:  với 

Dễ dàng tính được: 




Câu 5:	Một người nông dân có đồng để làm một hàng rào hình chữ  dọc theo một con sông bao quanh hai khu đất trồng rau có dạng hai hình chữ nhật bằng nhau (hình vẽ dưới). Đối với mặt hàng rào song song với bờ sông thì chi phí nguyên vật liệu là  đồng/mét, còn đối vối ba mặt hàng rào song song nhau thì chi phí nguyên vật liệu là  đồng/mét, mặt giáp với bờ sông không phải rào. Tìm diện tích lớn nhất của hai khu đất thu được sau khi làm hàng rào.
[image: A fence in a field  Description automatically generated]
Lời giải


Gọi độ dài của hàng rào song sông với bờ sông là  với 


Gọi độ dài của mỗi hàng rào trong ba hàng rào song song nhau là  với 

Diện tích đất mà bác nông dân rào được là: 

Tổng chi phí là  đồng nên ta có phương trình:


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương ta có:



Vậy diện tích lớn nhất mà bác nông dân có thể tạo rào là 


Câu 6:	Để chặn đường hành lang hình chữ L, người ta dùng một que sào thẳng dài đặt kín những điểm chạm với hành lang (như hình vẽ). Biết  và . Hỏi cái sào thỏa mãn điều kiện trên có chiều dài tối thiểu là bao nhiêu?
[image: A wire fence with a cross section  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải
[image: A diagram of a chain link fence  Description automatically generated]
Đặt các điểm như hình vẽ.






Đặt , , ta có  đồng dạng với  nên 


Gọi  là chiều dài của que sào, ta có .


Đạo hàm: ; .

Dễ dàng suy ra được 

Vậy giá trị nhỏ nhất của que sào là .
B. BÀI TẬP TỰ LUẬN




Bài tập 1: Một bác nông dân có ba tấm lưới B40, mỗi tấm dài (m) và muốn rào một mảnh vườn dọc theo bờ sông có dạng hình thang cân  như hình vẽ dưới đây biết rằng bờ sông là đường thẳng  không phải rào lưới. Hỏi bác nông dân đó có thể rào được mảnh vườn có diện tích lớn nhất là bao nhiêu mét vuông?
[image: A diagram of a rectangle with text  Description automatically generated]
Lời giải
[image: A rectangular shape with black lines  Description automatically generated with medium confidence]



Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên 



Đặt ,  suy ra 

Diện tích của mảnh vườn hình thang cân là .


Xét hàm số trên khoảng 

Đạo hàm 


Bảng biến thiên hàm số  trên khoảng 
[image: A math equations and numbers  Description automatically generated with medium confidence]

Từ bảng biến thiên suy ra 


Vậy bác nông dân có thể rào được mảnh vườn có diện tích lớn nhất là .







Bài tập 2: Có hai xã  cùng ở một bên bờ sông. Khoảng cách từ hai xã đó đến bờ sông lần lượt là m, m. Người ta đo được m như hình vẽ dưới đây. Các kỹ sư muốn xây dựng một trạm cung cấp nước sạch nằm cạnh bên bờ sông cho người dân của hai xã sử dụng. Để tiết kiệm chi phí, các kỹ sư phải chọn một vị trí  của trạm cung cấp nước sạch đó trên đoạn  sao cho tổng khoảng cách từ hai xã đến vị trí  là nhỏ nhất. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của tổng khoảng cách đó.
[image: A diagram of a line  Description automatically generated]
Lời giải


Đặt ,  

Ta có 

Khi đó tổng khoảng cách từ hai xã đến vị trí  là:




Xét hàm số  trên khoảng 

Đạo hàm 
Bảng biến thiên:

[image: A diagram of numbers and a line  Description automatically generated with medium confidence]





Vậy giá trị nhỏ nhất của tổng khoảng cách từ hai xã đó đến bờ sông là khoảng m, tại vị trí  cách điểm  là m. 

Bài tập 3: Ông A dự định sử dụng hết kính để làm một bể cá có dạng hình hộp chữ nhật không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể). Bể cá có dung tích lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm)?
Lời giải
[image: A diagram of a cube with lines and dots  Description automatically generated]





Gọi  là chiều rộng. . Chiều dài là . Chiều cao là . 



Theo đề bài, ta có: 



Vì và nên .


Suy ra thể tích của bể cá là:  với .




Thể tích lớn nhất của bể cá là: .


Bài tập 4: Từ một mảnh giấy hình vuông cho trước cắt thành hai hình tròn sao cho tổng diện tích của hai hình tròn là lớn nhất. Gọi  là tỉ số bán kính của chúng khi đó. Hỏi giá trị  bằng bao nhiêu?
[image: ]
Lời giải


Gọi đường chéo hình chữ nhật là . Ta có: .



Tìm max của . Khảo sát hàm, ta tìm được  Từ đó ta tìm được .

Bài tập 5: Một sợi dây kim loại dài  được cắt thành hai đoạn. Đoạn thứ nhất được uốn thành một hình vuông, đoạn thứ hai được uốn thành một vòng tròn. Hỏi khi tổng diện tích của hình vuông và hình tròn ở trên nhỏ nhất thì chiều dài đoạn dây uốn thành hình vuông bằng bao nhiêu (làm tròn đến hàng phần trăm)?
Lời giải


Gọi  là chiều dài của đoạn thứ hai, suy ra  là độ dài đoạn thứ nhất.


Khi đó cạnh hình vuông là  nên diện tích hình vuông là .


Chu vi của vòng tròn là . Khi đó diện tích hình tròn là .

Khi đó tổng diện tích của hai hình sẽ là .

Khi đó ta có .


Cho . Suy ra tổng diện tích hai hình nhỏ nhất khi .

Khi đó cạnh hình vuông sẽ là .



Bài tập 6: Bác thợ hàn dùng một thanh kim loại dài m để uốn thành khung cửa sổ có dạng như hình vẽ. Gọi  là bán kính của nửa đường tròn. Tìm  để diện tích tạo thành đạt giá trị lớn nhất.

[image: A diagram of a rectangular object with a line in the middle  Description automatically generated]
Lời giải


Ta có  .



Diện tích của khung cửa là   .

Ta có .




Xét hàm số  trên  có  
Bảng biến thiên
[image: A diagram of a mathematical equation  Description automatically generated]


Vậy  đạt giá trị lớn nhất .
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