
CÁC DẠNG BÀI TẬP BÀI ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN
[bookmark: _Hlk135320466][bookmark: _GoBack]Dạng 1: Ứng dụng tích phân để tính diện tích hình phẳng
Phương pháp: 
Diện tích hình phẳng giới hạn bởi một hàm số, trục hoành và hai đường thẳng x = a, x = b

[bookmark: MTBlankEqn]Diện tích hình phẳng giới hạn: .
Để phá bỏ dấu giá trị tuyệt đối ta thường làm như sau:



Bước 1: Giải  tìm nghiệm .

Bước 2:  Tính 


Chú ý: Ngoài cách trên, ta có thể dựa vào đồ thị để bỏ dấu giá trị tuyệt đối.

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số và hai đường thẳng x = a, x = b

Diện tích hình phẳng giới hạn: .
Để phá bỏ dấu giá trị tuyệt đối ta thường làm như sau:



Bước 1: Giải  tìm nghiệm .

Bước 2: Tính 


Chú ý: Ngoài cách trên, ta có thể dựa vào đồ thị để bỏ dấu giá trị tuyệt đối.

A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.


Câu 1:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có .

Ta có .




Câu 2:	Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong  và 




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Xét phương trình .




Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong  và  bằng

.

Câu 3:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của các hàm số  được tính bởi công thức:


A. 		B. 


C. 		D. 
Lời giải

Xét phương trình: 


Khi đó: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của các hàm số  được tính bởi công thức: .



Câu 4:	Gọi diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và hai trục tọa độ là . Tính 




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Ta có: 


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ;  là





Câu 5:	Diện tích hình phẳng giớn hạn bởi các đường ;  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm: 

.


Câu 6:	Diện tích hình phẳnggiới hạn bởi các đường thẳng  được tính bởi công thức nào sau đây?


A. 		B. 


C. 	D. 
Lời giải

Ta có: 


Câu 7:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số  và  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm cần tìm là 
Diện tích hình phẳng cần tìm là


 vì 

.



Câu 8:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  đường  và  bằng?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm hai đồ thị hàm số là: .

Diện tích hình phẳng là: .




Câu 9:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của các hàm số ,  và các đường thẳng ,  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm .


Câu 10:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình .


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số  và  là




Câu 11:	Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng .




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng  là .



Câu 12:	Gọi  là hình phẳng giới hạn bởi các đường . Diện tích của hình phẳng  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  là 

.


Câu 13:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: .




Câu 14:	Cho hàm số  liên tục trên . Gọi  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  (như hình vẽ). Mệnh đề nào dưới đây đúng?
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải

Dựa vào đồ thị, ta có .



Câu 15:	Cho hàm số  liên tục trên và có đồ thị  là đường cong như hình bên.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]



Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng   là


A. .	B. .


C. .		D. .
Lời giải

Dựa vào đồ thị hàm số ta có diện tích hình phẳng cần tính là .
Câu 16:	Diện tích phần sạch sọc trong hinh vẽ bằng
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Dựa vào đồ thị hai hàm số  và .

Ta có diện tích hình phẳng là .
Câu 17:	Diện tích hình phẳng phần gạch chéo trong hình vẽ bên được tính theo công thức nào sau đây?
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Ta có:  


Do  nên .

Vậy diện tích hình phẳng phần gạch chéo trong hình vẽ là .
Câu 18:	Diện tích hình phẳng gạch sọc trong hình vẽ bên dưới bằng
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Hình phẳng gạch sọc trong hình vẽ được giới hạn bởi các đường  và .

Do đó diện tích hình phẳng gạch sọc trong hình vẽ bằng .



Câu 19:	Gọi S là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường , trục hoành và hai đường thẳng (như hình vẽ). Đặt 
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
Mệnh đề nào sau đây là đúng?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: .



Câu 20:	Cho hàm số  có tập xác định là  và có đồ thị như hình vẽ. Giá trị của  bằng
[image: A black background with white dots  Description automatically generated]




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Ta có: 





Câu 21:	Diện tích hình phẳng  giới hạn bởi hai đường  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. 
Lời giải

Xét phương trình .


Diện tích hình phẳng  là: .


Câu 22:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số  và hai đường thẳng  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Giải phương trình: .

Ta có .


Câu 23:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  và  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm .

Khi đó .
Câu 24:	Diện tích của phần hình phẳng gạch chéo trong hình bên bằng
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

[bookmark: _Hlk123160571]Giải phương trình .

Diện tích của phần hình phẳng gạch chéo trong hình bên bằng .


Câu 25:	 Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường thẳng  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường thẳng và  là: 




 .


Câu 26:	Hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số  và  có diện tích bằng




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị: 


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số  và  là

.


Câu 27:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và đường thẳng  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm 

Diện tích hình phẳng cần tính là: .


Câu 28:	Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và .




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm đồ thị hàm số  và  là: 



Suy ra 


.


Câu 29:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta xét phương trình hoành độ giao điểm: 

Diện tích hình phẳng cần tính là: .


Câu 30:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  và  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Xét phương trình . Vậy .

Câu 31:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình hoành độ giao điểm: .

Khi đó, diện tích hình phẳng giởi hạn bởi hai đồ thị trên là: .


Câu 32:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số  và  bằng



A. .	B. .	C. 1.	D. .
Lời giải


Xét phương trình:  .
Suy ra, diện tích hình phẳng đã cho bằng:

.


Câu 33:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số  và  là



A. .	B. .	C. .	D. 0.
Lời giải


Xét phương trình .

Vậy diện tích hình phẳng đã cho bằng .



Câu 34:	Gọi là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường . Tìm giá trị của  để 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Do  nên suy ra .

Tọa độ giao điểm là nghiệm của hệ phương trình 


Ta có  hay .




Câu 35:	Một hoa văn hình tròn tâm , ngoại tiếp tam giác đều  có cạnh. Đường cong qua ba điểm:  là một phần của parabol.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

Diện tích phần gạch chéo bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]


Do tam giác  là tam giác đều có cạnh  nên ta có: 


 và .


Gắn trục toạ độ  như hình vẽ, ta có: 



Phương trình đường Parapol đi qua 3 điểm  có đỉnh  có dạng .




Thay toạ độ điểm  vào  suy ra  






Phương trình đường tròn tâm  bán kính  là   Phương trình một phần cung nhỏ  có dạng 

Vậy diện tích phần gạch chéo bằng 










Câu 36:	Cho hàm số  liên tục trên . Gọi  lần lượt là nguyên hàm của  và  trên  thỏa mãn ; . Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường  và  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Theo bài ra ta có và  với 

Nên .

Vì 

. 


Khi đó:  và ta có 


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  và  là :

.













Câu 37:	Biết  và  là hai nguyên hàm của hàm số  trên  và thoả mãn , với . Gọi  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường , ;  và . Khi  thì  bằng:




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Theo đề ta có 


. 







Mặt khác, do  và  là hai nguyên hàm của hàm số  trên  nên ta có  (không đổi) với mọi . 




Từ  và  suy ra , với mọi .

Khi đó ta có .

Theo đề ta có .




Câu 38:	Cho hình  là hình phẳng giới hạn bởi đường cong , đường thẳng và trục hoành (phần gạch chéo trong hình vẽ). Diện tích hình phẳng  là
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có 





Đường cong  đi qua  và  cắt  tại điểm có hoành độ .

Vậy 


Câu 39:	Cho hàm số . Biết hàm số  có đồ thị như hình vẽ
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]





Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  và  bằng  và  là phân số tối giản. Tính 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: .

Từ đồ thị suy ra: .


Ta có: . Cho .


Vậy diện tích hình phẳng là  .
Câu 40:	Hình bên dưới là mặt cắt dọc của một chiếc cầu bê tông (phần tô đậm, các đơn vị đều đo bằng mét)
[image: A black background with blue dots  Description automatically generated]
Biết chiều rộng của cầu bằng 9m. Thể tích bê tông ít nhất cần để đúc cầu là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
[image: A blue dot in a black background  Description automatically generated]



Parapol  cắt trục hoành tại hai điểm . Cho 


Do đó  và . 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi Parapol và trục hoành là .

Diện tích phần tô đậm bằng . 

Khi đó thể tích bê tông ít nhất cần để đúc cầu là .





Câu 41:	Gọi  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số  và các tiếp tuyến kẻ từ  đến đồ thị . Tính giá trị của .




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Hàm số  có tập xác định và đạo hàm .


Gọi  là tọa độ tiếp điểm, với .


Suy ra phương trình tiếp tuyến của  tại  có dạng:


.


Vì  nên ta có: .


Với  suy ra phương trình tiếp tuyến là .


Với  suy ra phương trình tiếp tuyến là .
[image: A graph of a function  Description automatically generated]



Xét phương trình hoành độ giao điểm của  và : .



Xét phương trình hoành độ giao điểm của  và : .



Xét phương trình hoành độ giao điểm của  và : .
Suy ra diện tích hình phẳng cần tìm là:

(đvdt).







Câu 42:	Cho hàm số bậc hai  có đồ thị  và đường thẳng  cắt tại hai điểm như trong hình bên. Biết rằng hình phẳng giới hạn bởi  và  có diện tích . Khi đó hãy tính tích phân .
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải




Dựa vào đồ thị ta có điểm và  thuộc đường thẳng  và Parabol 


Suy ra đường thẳng  có vectơ chỉ phương 

Phương trình đường thẳng 


Gọi  có phương trình: 


 Hệ phương trình: 





Hình phẳng giới hạn bởi  và  có diện tích 







 có phương trình: 




Câu 43:	Một công ty quảng cáo muốn làm một bức tranh trang trí như phần  được tô đậm trong hình vẽ bên dưới ở chính giữa của một bức tường hình chữ nhật  có ,
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]







Biết ; cung có hình parabol với đỉnh  là trung điểm của cạnh và đi qua hai điểm . Kinh phí làm bức tranh là  đồng/. Hỏi công ty đó cần bao nhiêu tiền để làm bức tranh?




A. đồng.	B. đồng.	C. đồng.	D. đồng.
Lời giải



Gọi  là trung điểm cạnh và trùng với gốc toạ độ .



Phương trình parapol đỉnh  và đi qua hai điểm là .


Diện tích giới hạn bới ; .

Khi đó: .

Vậy công ty đó cần bao nhiêu tiền để làm bức tranh đồng.











Câu 44:	Một biển quảng cáo có dạng hình vuông  cạnh . Trên tấm biển đó có các đường tròn tâm  và đường tròn tâm  cùng bán kính , hai đường tròn cắt nhau như hình vẽ. Chi phí để sơn phần gạch chéo là  đồng/, chi phí sơn phần màu đen là  đồng/  và chi phí để sơn phần còn lại là  đồng/ 
[image: Diagram  Description automatically generated]
Hỏi số tiền để sơn biển quảng cáo theo cách trên gần nhất với số tiền nào dưới đây?




A. triệu đồng.	B. triệu đồng.	C. triệu đồng.	D. triệu đồng.
Lời giải




Gọi  là giao điểm của 2 cung tròn . Chọn gốc toạ độ 

Xét cung tròn có phương trình 

Phần diện tích gạch chéo 

Phần diện tích màu đen: 

Phần diện tích còn lại: 
Số tiền để sơn biển quảng cáo:

triệu đồng.






Câu 45:	Bác An có mảnh vườn hình chữ nhật , chiều dài , chiều rộng . Bác muốn trồng hoa trên dải đất (phần tô đậm) được giới hạn bởi đường  (với  lần lượt là trung điểm của ) và một đường hình sin (tham khảo hình vẽ). Diện tích đất trồng hoa bằng.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Dựng hệ trục tọa độ  như hình vẽ.



Vì phần đường cong là một đồ thị hình sin đi qua các điểm  nên đường cong có phương trình 

Khi đó phần diện tích đất trồng hoa giới hạn bởi các đồ thị hàm số: 

Do đó diện tích đất trồng hoa là .
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.







Câu 1:	Cho hàm số  liên tục trên  và có đồ thị như hình vẽ. Biết đồ thị  cắt trục hoành tại 4 điểm , đồng thời tạo với trục hoành và 2 đường thẳng  thành một hình phẳng  gồm 3 phần có diện tích lần lượt là  như hình vẽ.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 

a) 

b) 

c) 

d) 
Lời giải

a) Đúng: Dựa vào hình vẽ, ta có: .


b) Sai: Dựa vào hình vẽ, ta có:  (do ).


c) Sai: Dựa vào hình vẽ, ta có:  (do ).

d) Đúng: Dựa vào hình vẽ, ta có: .






Câu 2:	[image: A screenshot of a video game  Description automatically generated]Cho hàm số  liên tục trên  có đồ thị như hình vẽ, Biết rằng  tạo với trục hoành và 2 đường thẳng  một hình phẳng  gồm 2 phần có diện tích lần lượt là .

Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:

a) 	

b) 

c) 

d) 
Lời giải


Xét hàm số  ta có: 

a) Sai: Ta có: .


b) Đúng: Do  nên .

c) Đúng: Dựa vào hình vẽ, ta có: .

(d) Đúng: Ta có: .



Câu 3:	Cho đồ thị hàm số  và  và  là phần diện tích phần được tô như trong hình dưới.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
Xét tính đúng sai của các khẳng đính sau: 


a) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và  là 



b) 

c) 




d) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ; ; ;  là 

.
Lời giải


a) Sai: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và  là 

.

b) Đúng: .

c)  Đúng: 



Vậy .





d) Sai: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ; ; ;  là .












Câu 4:	Cho hàm số  có đồ thị là  và đường thẳng  có đồ thị là  và các đường thẳng , . Gọi  là diện tích hình phẳng giởi hạn bởi , trục hoành và đường thẳng ;  là diện tích hình phẳng giởi hạn bởi , trục hoành và đường thẳng . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:



a) Số giao điểm của đồ thị  và đường thẳng  là .


b) Hàm số  đạt cực tiểu tại .

c) .




d) Tính diện tích giới hạn bởi hai đồ thị hàm số,  và hai đường thẳng ,  bằng 23.
Lời giải

a) Sai: Xét phương trình hoành độ: .


Suy ra  cắt  tại duy nhất một điểm.



b) Đúng: Ta có:  nên hàm số đạt cực tiểu tại .



c) Đúng: Ta có  và  nên suy ra .




d) Sai: Diện tích giới hạn bởi hai đồ thị hàm số,  và hai đường thẳng ,  bằng:

.



Câu 5:	Cho đồ thị hàm số  có đồ thị  và đường thẳng . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]



a) Đường thẳng  cắt đồ thị  tại ba điểm .



b) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị , trục hoành, đường thẳng bằng 



c) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  và đường thẳng  bằng .





d) Biết đường thẳng  cắt đồ thị  thành hai miền  và . Khi đó tỉ số .
Lời giải
a) Đúng: Ta có phương trình hoành độ giao điểm: 


. 



Vậy đường thẳng  cắt đồ thị  tại ba điểm .

b) Sai: Diện tích cần tính là: .


c) Đúng: Ta có .

Diện tích .

d) Sai: Ta có .







Câu 6:	Cho một viên gạch men có dạng hình vuông  như hình vẽ. Sau khi tọa độ hóa, ta có , , ,  và hai đường cong lần lượt là đồ thị hàm số  và 
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]





a) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục , đường thẳng và đường thẳng  được tính bằng công thức .





b) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục ,đường thẳng  và đường thẳng  có giá trị bằng (đvdt).





c) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và , đường thẳng và đường thẳng  được tính bằng công thức .

d) Diện tích phần không được tô đậm trên viên gạch men có giá trị bằng (đvdt).
Lời giải




a) Đúng: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục , đường thẳng  được tính bằng công thức 




b) Sai: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục ,đường thẳng và đường thẳng .

Ta có (đvdt).












c) Sai: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và , đường thẳng và đường thẳng  được tính bằng công thức , vì phần đồ thị của hàm số  nằm dưới phần đồ thị của hàm số , nên diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và , đường thẳng và đường thẳng  được tính bằng công thức 


d) Đúng: Diện tích hình vuông có cạnh bằng  là (đvdt)


Gọi  là diện tích phần tô đậm: (đvdt),

Vậy diện tích phần không được tô đậm trên viên gạch men bằng (đvdt).






Câu 7:	Các nhà kinh tế sử dụng đường cong Lorenz để minh họa sự phân phối thu nhập trong một quốc gia. Gọi  là đại diện cho phần trăm số gia đình trong một quốc gia và  là phần trăm tổng thu nhập, mô hình  sẽ đại diện cho một quốc gia mà các gia đình có thu nhập như nhau. Đường cong Lorenz , biểu thị sự phân phối thu nhập thực tế. Diện tích giữa hai mô hình này, với , biểu thị “sự bất bình đẳng về thu nhập” của một quốc gia. Năm , đường cong Lorenz của Hoa Kỳ có thể được mô hình hóa bởi hàm số

,

Trong đó  được tính từ các gia đình nghèo nhất đến giàu có nhất 
Theo R.Larson, Brief Calculus: An Applied Approach, 8th edition, Cengage Learning, 2009)
Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Tính theo thứ tự từ các gia đình nghèo nhất đến giàu nhất, tổng thu nhập thực tế của  các gia đình đầu tiên chiếm chưa đến  so với tổng thu nhập của toàn bộ các gia đình.





b) Nếu sắp xếp các gia đình theo thứ tự từ nghèo nhất đến giàu nhất, rồi chia thành  nhóm bằng nhau từ  đến , tổng thu nhập của các gia đình trong nhóm  chiếm khoảng  tổng thu nhập của toàn bộ các gia đình.

c) Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kì năm  được xác định bởi công thức:




d) Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kỳ năm  đã vượt quá .
Lời giải


a) Đúng: Tính theo thứ tự từ các gia đình nghèo nhất đến giàu nhất, tổng thu nhập của  các gia đình của đầu tiên chiếm tỷ lệ trong tổng thu nhập là: .





b) Sai: Nếu sắp xếp các gia đình theo thứ tự từ nghèo nhất đến giàu nhất, rồi chia thành  nhóm bằng nhau từ  đến , tổng thu nhập của các gia đình trong nhóm  chiếm khoảng  tổng thu nhập của toàn bộ các gia đình.


Nếu sắp xếp các gia đình theo thứ tự từ nghèo đến giàu, rồi chia thành  nhóm bằng nhau, mỗi nhóm chiếm  số gia đình của Hoa Kỳ.



Tổng thu nhập của  số gia đình (là các gia đình thuộc nhóm  ) chiếm tỷ lệ trong tổng thu nhập của tất cả các gia đình là:.



Tổng thu nhập của  số gia đình (là các gia đình thuộc nhóm  ) chiếm tỷ lệ trong tổng thu nhập của tất cả các gia đình là: .


 Tỷ lệ của tổng thu nhập các gia đình nhóm thứ  so với toàn bộ các gia đình là:

.

c) Sai:  Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kì năm  được xác định bởi công thức: 

.


Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kì vào năm  là diện tích hình phẳng  giới hạn bởi hai đồ thị:


 .
Cách 1:



Sử dụng máy tính cầm tay, ta thấy phương trình  có hai ngiệm  thuộc .

Xét dấu biểu thức  ta được:
[image: ]

Suy ra: .


.
Cách 2:

Sử dụng máy tính cầm tay ta được: .

Kiểm tra phép tính của đề bài, ta có: .


d) Đúng:  Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kỳ năm  đã vượt quá .

Sự bất bình đẳng thu nhập của Hoa Kỳ năm  là:

.
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn








Câu 1:	Tìm  để diện tích  của hình phẳng giới hạn bởi  đường thẳng  và    bằng ?
Lời giải






Ta có:  (vì ) (vì )


.



Ta có: 





Câu 2:	Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số ;  và hai đường thẳng  bằng . Giá trị của  bằng bao nhiêu?
Lời giải




Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số ;  và hai đường thẳng  là: 



Vậy .








Câu 3:	Cho hàm số . Đồ thị hàm số  là đường cong trong hình dưới. Biết rằng diện tích của các phần hình phẳng  và  lần lượt là  và . Tính giá trị của , biết giá trị của .
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải






Hình phẳng  được giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành , trục tung  và đường thẳng  nên diện tích hình phẳng  là:


.






Hình phẳng  được giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành , đường thẳng  và đường thẳng  nên diện tích hình phẳng  là:

.

Suy ra .

Vậy .



Câu 4:	Cho hàm số . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và các đường thẳng .
Lời giải

Ta có: 



 .




Câu 5:	Cho  là hình phẳng được tô đậm trong hình vẽ và được giới hạn bởi các đường có phương trình , . Diện tích của  bằng bao nhiêu?
Lời giải



Hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm số  và  là: .

Diện tích hình phẳng cần tính là: .




.



Câu 6:	Tại một nhà máy ta gọi  là tổng chi phí (tính theo triệu động) để sản xuất  tấn sản phẩm A trong một tháng. Khi đó đạo hàm  gọi là chi phí cận biên, cho biết tốc độ tăng tổng chi phí theo lượng sản phẩm được sản xuất. Giả sử chi phí cận biên (tính theo triệu đồng trên tấn) của nhà máy được ước lượng bởi công thức:


với 


Biết rằng  triệu đồng, gọi là chi phí cố định. Tính tổng chi phí khi nhà máy sản xuất  tấn sản phẩm A trong tháng.
Lời giải

Ta có: 




Suy ra (triệu đồng).


Vậy khi nhà máy sản xuất tấn sản phẩm loại A trong tháng thì tổng chi phí là triệu đồng.
Câu 7:	Để trang trí cho một phòng trong một tòa nhà, người ta vẽ lên tường một hình như sau: trên mỗi cạnh của hình lục giác đều có cạnh bằng 2 dm có một cánh hoa hình parabol, đỉnh của parabol cách cạnh 3 dm và nằm phía ngoài hình lục giác, đường parabol đó đi qua hai đầu mút của mỗi cạnh (xem hình sau). Hãy tính diện tích của hình nói trên (kể cả hình lục giác đều) để mua sơn trang trí cho phù hợp (kết quả làm tròn đến chữ số thập phân thứ hai sau dấu phẩy)
[image: A black and white star  Description automatically generated]
Lời giải

Hình lục giác đều có cạnh bằng 2dm . 


Diện tích của hình lục giác đều có thể được tính bằng công thức:  với 

Thay vào công thức ta có: 




Chọn hệ trục tọa độ  sao cho trung điểm của cạnh là , với  và đỉnh  của parabol. 

Phương trình của parabol có dạng: 



Do parabol đi qua các điểm  và  nên ta có: 

Diện tích mỗi cánh hoa được tính bằng tích phân: 

Tính tích phân: 

Hình có 6 cánh hoa nên tổng diện tích của các cánh hoa là:
Tổng diện tích của hình bao gồm cả hình lục giác và các cánh hoa là:



Câu 8:	Một viên gạch hoa hình vuông cạnh cm. Người thiết kế đã sử dụng bốn đường parabol có chung đỉnh tại tâm viên gạch để tạo ra bốn cánh hoa (được tô mầu sẫm như hình vẽ bên).
[image: A square with a four-pointed flower  Description automatically generated with medium confidence]
Tính diện tích phần cánh hoa của viên gạch.
Lời giải





Chọn hệ tọa độ như hình vẽ (1 đơn vị trên trục bằng ), các cánh hoa tạo bởi các đường parabol có phương trình , ,,.



Diện tích một cánh hoa (nằm trong góc phàn tư thứ nhất) bằng diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số, và hai đường thẳng .


Do đó diện tích một cánh hoa bằng:  .
Câu 9:	Một doanh nghiệp sản xuất mặt hàng với chi phí cận biên được mô tả bởi hàm số:

là số sản phẩm sản xuất


Giả sử rằng doanh nghiệp bán được hết số lượng sản phẩm sản xuất được. Biết rằng doanh thu cận biên được mô tả bởi hàm số , với  là số lượng sản phẩm được bán ra. Giả sử rằng tổng chi phí khi chưa sản xuất sản phẩm nào là 0 đồng và tổng doanh thu khi chưa bán được sản phẩm nào là 0 đồng. Hỏi khi sản xuất 8 sản phẩm và bán hết thì doanh nghiệp thu được lợi nhuận là bao nhiêu? (kết quả làm tròn đến chữ số thập phân thứ hai sau dấu phẩy)
Lời giải


[bookmark: _Hlk178634948]Hàm tổng chi phí  là nguyên hàm của hàm chi phí cận biên . 


Ta có:  và 


Với điều kiện ban đầu  ta có: 

Do đó: 


Hàm tổng doanh thu  là nguyên hàm của hàm doanh thu cận biên . 


Ta có:  và 


Với điều kiện ban đầu  ta có: 

Do đó: 


Khi đó  và 

Lợi nhuận khi sản xuất và bán hết 8 sản phẩm là: Lợi nhuận  đồng






Câu 10:	Người ta sử dụng đường cong Lorenz để minh họa sự phân phối thu nhập trong một quốc gia. Gọi  là đại diện cho phần trăm số gia đình trong một quốc gia và  là phần trăm tổng thu nhập, mô hình  sẽ đại diện cho một quốc gia mà các gia đình có thu nhập như nhau. Đường cong Lorenz , biểu thị sự phân phối thu nhập thực tế. Diện tích giữa hai mô hình này, với , biểu thị “sự bất bình đẳng về thu nhập” của một quốc gia. Năm , đường cong Lorenz của Hoa Kỳ có thể được mô hình hóa bởi hàm số: 

,


Trong đó  được tính từ các gia đình nghèo nhất đến giàu có nhất. Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kì vào năm  là bao nhiêu?
Lời giải


Sự bất bình đẳng về thu nhập của Hoa Kì vào năm  là diện tích hình phẳng  giới hạn bởi hai đồ thị:


 .

Sử dụng máy tính cầm tay, ta được .

B. BÀI TẬP TỰ LUẬN
[bookmark: _Hlk152676383]Bài tập 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi:



a) Đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng , .



b) Đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng , .



c) Đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng , .

d) Đồ thị hàm số  và trục hoành.


e) Đồ thị hàm số , trục hoành và đường thẳng .



f) Đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng , .


g) Đồ thị của các hàm số  và hai đường thẳng .



[bookmark: _Hlk172709283]h) Đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng  và .


i) Đồ thị của hai hàm số  và hai đường thẳng 
Lời giải

a) Diện tích hình phẳng cần tính là .

b) Diện tích hình phẳng cần tính là 

c) Diện tích hình phẳng cần tính là: .
d) Hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số và trục hoành là nghiệm của phương trình:


 .


Diện tích hình phẳng  .



e) Phương trình hoành độ giao điểm của các đường  và  là: .
Diện tích hình phẳng là:



.

f) Ta có: 

Diện tích hình phẳng là: 



g) Ta có: 



Khi đó, diện tích hình phẳng cần tính là: .


h) Vì  với  nên diện tích hình phẳng cần tìm là: 

.

i) Diện tích cần tìm là 

Ta có 

Khi đó: 

 .
Bài tập 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường được minh họa bởi hình vẽ sau đây:

[bookmark: OLE_LINK10]a) 
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

b) 
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

c) 
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

[bookmark: OLE_LINK13]d)  
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải
[bookmark: OLE_LINK12]a) Diện tích hình phẳng cần tính là:



[bookmark: OLE_LINK11]b) Diện tích hình phẳng cần tính là: 


Trong khoảng  thì , do đó:



[bookmark: OLE_LINK14]c) Diện tích hình phẳng cần tính là:  

Do trên khoảng  nên  diện tích hình phẳng cần tính là: 


d) Diện tích hình phẳng cần tính là:


Bài tập 3: Trên cửa sổ có dạng hình chữ nhật, họa sĩ thiết kế logo hình con cá cho một doanh nghiệp kinh doanh hải sản. Logo là hình phẳng giới hạn bởi hai parabol với các kích thước được cho trong hình sau (đơn vị trên mỗi trục toạ độ là decimét).
[image: A fish with a red circle and a blue line  Description automatically generated with medium confidence]


a) Lập phương trình các parabol  và .
b) Tính diện tích của logo.
c) Logo chỉ cho phép 50% lượng ánh sáng đi qua. Lượng ánh sáng đi qua toàn bộ cửa sổ sau khi làm logo sẽ giảm bao nhiêu phần trăm (làm tròn kết quả đến hàng phần mười)?
Lời giải





a) Từ đồ thị ta thấy parabol  có đỉnh tại điểm  nên  và đi qua điểm  nên 



Giả sử  (do parabol đối xứng quá trục tung) nên  nên 






Parabol  có đỉnh tại điểm  nên  và đi qua điểm  nên  nên 



b) Phương trình hoành độ giao điểm của  và  là 


Diện tích của logo là: 





c) Logo chỉ cho phép 50% lượng ánh sáng đi qua. Diện tích cửa sổ là 


Lượng ánh sáng đi qua cửa sổ trước khi làm logo là:  ánh sáng 

Lượng ánh sáng đi qua cửa sổ sau khi làm logo là: 

Tổng lượng ánh sáng đi qua sau khi làm là: 

Lượng ánh sáng đi qua toàn bộ cửa sổ sau khi làm logo sẽ giảm .
Bài tập 4: Mặt cắt của một cửa hầm có dạng là hình phẳng giới hạn bởi một parabol và đường thẳng nằm ngang như hình sau. Tính diện tích của cửa hầm.
[image: A diagram of a cone with Gateway Arch in the background  Description automatically generated]
Lời giải


Ta dễ dàng tìm được parabol là  và đường thẳng nằm ngang là 

Phương trình hoành độ giao điểm là: 


Diện tích của cửa hầm là:  .



Bài tập 5: Đơn đặt hàng của nhà máy cho một loại máy điều hoà không khí là khoảng 6000 chiếc mỗi tuần khi giá là 331 USD/chiếc và khoảng 8000 chiếc mỗi tuần khi giá là 303 USD/chiếc. Hàm cung được cho bởi , trong đó  là số lượng máy điều hoà được bán với giá  USD một chiếc. Tìm thặng dư tiêu dùng và thặng dư sản xuất (giả sử hàm cầu là hàm bậc nhất).
Lời giải


Hàm cầu có dạng . Do đơn đặt hàng của nhà máy cho một loại máy điều hoà không khí là 6000 chiếc mỗi tuần khi giá là 331 USD/chiếc và 8000 chiếc mỗi tuần khi giá là 303 USD/chiếc nên ta có: 

Vậy hàm cầu là .


Xét phương trình  khi đó .

Thặng dư tiêu dùng là:  (USD)

Thặng dư sản xuất là:  (USD).









Bài tập 6: Trong xác suất thống kê thì một biến ngẫu nhiên X được gọi là có hàm mật độ  nếu xác suất để X nhận giá trị trong  là diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , đường thẳng  và . Đặc biệt, khi  trong đó  là số thực cho trước thì X được gọi là biến ngẫu nhiên có phân phối mũ với tham số . Chẳng hạn, tuổi thọ của một bóng đèn (đơn vị năm) là một biến ngẫu nhiên X tuân theo phân phối mũ với hệ số . Hãy tính xác suất để một bóng đèn có tuổi thọ lớn hơn 5 năm và nhỏ hơn 10 năm.
[image: A graph on a black background  Description automatically generated]
Lời giải


Hàm mật độ xác suất của X là: . Xác suất để một bóng đèn có tuổi thọ lớn hơn 5 năm và nhỏ hơn 10 năm là: 





Bài tập 7: Ta biết rằng hàm cầu liên quan đến giá  của một sản phẩm với nhu cầu của người tiêu dùng, hàm cung liên quan đến giá  của sản phẩm với mức độ sẵn sàng cung cấp sản phẩm của nhà sản xuất. Điểm cắt nhau  của đồ thị hàm cầu  và đồ thị hàm cung  được gọi là điểm cân bằng.




Các nhà kinh tế gọi diện tích của hình giới hạn bởi đồ thị hàm cầu, đường ngang  và đường thẳng đứng  là thặng dư tiêu dùng. Tương tự, diện tích của hình giới hạn bởi đồ thị của hàm cung, đường nằm ngang  và đường thẳng đứng  được gọi là thặng dư sản xuất, như trong hình bên dưới.
(Theo R. Larson, Brief Calculus: An Applied Approach, 8th edition, Cengage Learning, 2009)
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]
Giả sử hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm được mô hình hoá bởi:



Hàm cầu:  và hàm cung: , trong đó  là số đơn vị sản phẩm. Tìm thặng dư tiêu dùng và thặng dư sản xuất cho sản phẩm này.
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm của hai hàm là: 




Với  thỏa mãn khi đó 

Thặng dư tiêu dùng là .

Thặng dư sản suất là .


Dạng 2: Ứng dụng tích phân để tính thể tích khối tròn xoay
Phương pháp: 
Thể tích vật thể tính theo mặt cắt vuông góc trục hoành








Gọi  là phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng vuông góc với trục  tại các điểm  và   là diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục  tại điểm   
[image: A diagram of a graph  Description automatically generated]


Giả sử  là hàm số liên tục trên đoạn 


Khi đó, thể tích của vật thể  được xác định: .
Thể tích khối tròn xoay


Xoay miền hình phẳng giới hạn:  quanh trục .
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]

Bước 1: Giải .

Bước 2: Tính 

A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.





Câu 1:	Tính thể tích của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng , có thiết diện bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trụctại điểm có hoành độlà một tam giác đều có cạnh bằng .




A. 	B. .	C. 	D. 
Lời giải

Thể tích vật thể là: .




Câu 2:	Cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục  và các đường thẳng  quay quanh trục . Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Công thức tính thể tích khối tròn xoay .


Câu 3:	Cho hình phẳng giới hạn bởi đường cong  và hai trục toạ độ. Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng đó quanh trục bằng




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải








Câu 4:	Cho hình phẳng  được giới hạn bởi các đường  và . Thể tích  của khối tròn xoay tạo thành khi quay  xung quanh trục  được tính theo công thức


A. .		B. .


C. .		D. .
Lời giải

Ta có .







Câu 5:	Tính thể tích  của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng  và , biết rằng khi cắt vật thể bởi mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục  tại điểm có hoành độ  () thì được thiết diện là một hình vuông có độ dài cạnh bằng 




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Diện tích hình vuông là 

Vậy thẻ tích vật thể là .





Câu 6:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , các đường thẳng ,  và trục hoành. Thể tích khối tròn xoay sinh bởi  khi quay quanh trục hoành là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

.



Câu 7:	Thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường , trục  và hai đường thẳng  khi quay quanh trục hoành được tính bởi công thức nào?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: 





Câu 8:	Cho miền phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , hai đường thẳng ,  và trục hoành. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục hoành.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục hoành 



Câu 9:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm là .




Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  là: .





Câu 10:	Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường , trục hoành và . Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay quanh bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Ta có phương trình hoành độ giao điểm .


Câu 11:	Thể tích vất thể tròn xoay khi cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành quay quanh  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Ta có . Vậy .



Câu 12:	Giả sử là hình phẳng giới hạn bởi đường parabol  và trục hoành. Quay quanh trục hoành ta thu được khối tròn xoay có thể tích bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Ta có . Khi đó: .




Câu 13:	Cho hình phẳng  được giới hạn bởi hai đồ thị  và . Quay hình  quanh trục hoành, tính thể tích vật thể thu được




A. .	B. .	C. .	D. 
Lời giải

Xét phương trình: 

Ta có thể tích cần tìm là: 





Câu 14:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi các đường , trục hoành và . Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm của hàm số  và trục hoành là .


Khi đó thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục  là

.



Câu 15:	Tính thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  xung quanh trục .




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm giữa hai đường  và  là 


. Do đó thể tích khối tròn xoay cần tính là .





Câu 16:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị  và trục . Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi cho  quay quanh trục .




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị  và trục  là: .

Thể tích khối tròn xoay cần tìm là .



Câu 17:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số  và đường thẳng  là nghiệm phương trình .




Do đó, thể tích khối tròn xoay khi cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và  quay quanh trục  là .



Câu 18:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm của đường  và đường  là

.




Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  là .





Câu 19:	Cho hình phẳng  được giới hạn bởi đồ thị của hàm số  và đồ thị của hàm số  (tham khảo hình vẽ). Thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay  quanh trục  bằng
[image: Ảnh có chứa biểu đồ  Mô tả được tạo tự động]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay thu được là .





Câu 20:	Kí hiệu là hình phẳng giới hạn bở đồ thị hàm số , trục hoành, đường thẳng . Tính thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay quanh trục hoành.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: 

Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay  quanh trục hoành là:

.



Câu 21:	Thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình hoành độ giao điểm:  .

Thể tích của khối tròn xoay thu được là: .



Câu 22:	Cho  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành. Quay hình phẳng  quay quanh trục hoành, ta được một khối nón tròn xoay có thể tích bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị với trục hoành: 

Thể tích khối nón là .



Câu 23:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành. Thể tích khối tròn xoay được tạo thành khi quay  xung quanh trục hoành bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm: 

Khi đó: .



Câu 24:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình hoành độ giao điểm . Vậy 



Câu 25:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm .

Vậy .



Câu 26:	Tính thể tích của khối tròn xoay khi cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và đường thẳng , khi quay xung quanh trục  bằng




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: 




Câu 27:	Thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng  xác định bởi các đường  và  quanh trục  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có .

Vậy thể tích khối tròn xoay cần tìm là .





Câu 28:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi parapol  và đường thẳng . Thể tích khối tròn xoay sinh bởi  khi quay quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm .

.





Câu 29:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi parapol  và đường thẳng . Thể tích khối tròn xoay sinh bởi  khi quay quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm .

.



Câu 30:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình hoành độ giao điểm: .

Thể tích khối tròn xoay thu được là: .



Câu 31:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  và  quanh trục  bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình hoành độ giao điểm: .

Thể tích khối tròn xoay thu được là: .




Câu 32:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , hai đường thẳng  và trục hoành. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục hoành.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục hoành




.







Câu 33:	Cho hình phẳng  giới hạn bởi . Tính thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay  xung quanh trục  ta được  với  là các số tự nhiên,  là phân số tối giản. Khi đó




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình .


Tính thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay  xung quanh trục  là

.



Câu 34:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi hai đường  và  quanh trục  bằng




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải

Xét phương trình hoành độ giao điểm: .

Thể tích khối tròn xoay là: 



Câu 35:	Gọi  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành. Thể tích của khối tròn xoay sinh ra khi quay hình  quanh trục hoành bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm: .

Vậy .





Câu 36:	Gọi  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục  Tính thể tích của khối tròn xoay sinh ra khi quay hình  quanh trục 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: 


Thể tích của khối tròn xoay sinh ra khi quay hình  quanh trục  là






Câu 37:	Thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường ,  và  quay quanh trục bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Xét phương trình .

Khi đó 


Câu 38:	Thể tích khối tròn xoay giới hạn bởi các đường  khi quay quanh trục  là:
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm là: 

Thể tích khối tròn xoay là: 



Câu 39:	Cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và đường thẳng  quay quanh trục . Thể tích khối tròn xoay sinh ra bằng:
[image: A graph of a function  Description automatically generated]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm là: 

Thể tích khối tròn xoay là: .


Câu 40:	Thể tích khối tròn xoay khi cho hình phẳng giới hạn bởi các đường  quay quanh trục  là:
[image: A graph of a straight line  Description automatically generated]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: 




Câu 41:	Tính thể tích chứa được của một cái chậu inox to mà khách hàng đặt theo kích thước yêu cầu, biết phần trong của nó có dạng khối tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi đường , trục  và các đường thẳng  quanh trục , đơn vị trên trục là decimet (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm).
[image: A diagram of a curved area  Description automatically generated with medium confidence]




A. 12,12.	B. 12,21 .	C. 24,14 .	D. 24,41 .
Lời giải


Thể tích của chậu inox là:  ().



Câu 42:	Tính thể tích chứa được (dung tích) của một cái chén (bát), biết phần trong của nó có dạng khối tròn xoay được tạo thành khi quay quanh trục  hình phẳng giới hạn bởi đường  và trục  (như hình vẽ), bát có độ sâu 5 cm, đơn vị trên trục là centimet (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị).
[image: A bowl with butterflies on it  Description automatically generated][image: A diagram of a triangle with a red line  Description automatically generated]
A. 78 cm3.	B. 274 cm3.	C. 87 cm3.	D. 247 cm3.
Lời giải


Thể tích của chén là:  ()




Câu 43:	Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường , , . Thể tích vật thể tròn xoay được sinh ra bởi hình phẳng đó khi quay quanh trục  có giá trị thuộc khoảng nào sau đây?
[image: A graph of a function  Description automatically generated]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm là: 

Thể tích của vật thể là: .





Câu 44:	Biết một nguyên hàm của hàm số  là . Thể tích của khối tròn xoay giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng  khi quay quanh trục  là:
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: 



Câu 45:	Thể tích hình khối do hình phẳng giới hạn bởi các đường  quay quanh trục  bằng:
[image: A graph of a function  Description automatically generated with medium confidence]




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm là: 

Thể tích của hình khối là: .


Câu 46:	Một bác thợ gốm làm một cái chậu trồng cây, phần trong chậu cây có dạng khối tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng được tô đậm như hình sau quanh trục  (đơn vị trên trục là decimet), biết đường cong trong hình là đồ thị của hàm số , đáy chậu và miệng chậu có đường kính lần lượt là 2 dm và 4 dm. Dung tích của chậu là bao nhiêu (làm tròn kết quả nếu cần thiết)?
[image: A potted plant with green leaves  Description automatically generated][image: A diagram of a function  Description automatically generated]
A. 25,13 lít.	B. 23,56 lít.	C. 14,66 lít.	D. 7,5 lít.
Lời giải


Với bán kính đáy chậu là dm thì 


Với bán kính đáy chậu là dm thì 

Thể tích của khối chậu là: .

Câu 47:	Từ một quả cầu bằng đá trắng sứ bán kính bằng 1 dm, người ta khoan rút lõi ngay “chính giữa” quả cầu (trục đối xứng của lõi và quả cầu trùng nhau) như hình sau với đường kính mũi khoan là 1 dm được một vật thể có thể tích  là bao nhiêu (bỏ qua độ dày mũi khoan)?
[image: A white ball on a wooden base  Description automatically generated][image: A blue and black drill  Description automatically generated][image: A rectangular object with black border  Description automatically generated]




A.  dm3.	B.  dm3.	C.  dm3.	D.  dm3.
Lời giải


Gọi  là thể tích của khối trụ và  là thể tích của chỏm cầu



Nửa chiều cao của khối trụ là:  nên ta có thể suy ra chiều cao của chỏm cầu là: . Thể tích khối trụ là: 


Thể tích chỏm cầu: 


.

Thay số ta suy ra được thể tích của chỏm cầu là 

Khi đó thể tích của khối cần tìm là  dm3
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.




Câu 1:	Cho khối chóp đều có đáy là hình vuông cạnh  và chiều cao là . Chọn trục  sao cho gốc  trùng với đỉnh của khối chóp và trục đi qua tâm của đáy. (như hình dưới).
[image: A diagram of a square with a light beam  Description automatically generated with medium confidence]
Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:

a) Đáy của khối chóp nằm trên mặt phẳng song song với .



b) Mỗi mặt phẳng vuông góc với trục  tại điểm có hoành độ bằng, cắt khối chóp theo mặt cắt là hình vuông cạnh .

c) Diện tích mặt cắt là .

d) Thể tích của khối chóp là .
Lời giải
[image: A black background with blue dots  Description automatically generated]


a) Sai: Đáy của khối chóp nằm trên mặt phẳng vuông góc với  tại .



b) Đúng: Mỗi mặt phẳng vuông góc với trục  tại điểm có hoành độ bằng , cắt khối chóp theo mặt cắt là hình vuông có cạnh là .


c) Sai: Theo định lí Tha-les, ta có  suy ra .

Do đó, diện tích của mặt cắt này là .

d) Đúng: Thể tích của khối chóp này là .



Câu 2:	Trong mặt phẳng , cho hàm số  và . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 


a) Hoành độ giao điểm của đồ thị hai hàm số trên là  hoặc 



b) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số trên và ,  được tính theo công thức 



c) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số trên và ,  được tính theo công thức 



d) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số trên và ,  bằng  đvdt
Lời giải
a) Sai: Phương trình hoành giao độ giao điểm của hai đồ thị hàm số trên là



  .







b) Đúng: Diện tích hình phẳng được giới hạn bởi các đường , , ,  là:   .





c) Sai: Diện tích hình phẳng được giới hạn bởi các đường , , ,  là: 



 (vì  ).







d) Sai: Diện tích hình phẳng được giới hạn bởi các đường , , ,  là  đvdt.






Câu 3:	Khối chỏm cầu có bán kính  và chiều cao  sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi cung tròn có phương trình , trục hoành và hai đường thẳng ,  xung quanh trục . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 

a) Khoảng cách từ tâm của khối cầu đến khối chỏm cầu bằng .


b) Thể tích của khối chỏm cầu  được tính theo công thức .

c) Thể tích của khối chỏm cầu .


d) Gọi  là thể tích của nửa khối cầu có bán kính bằng 5. Tỉ số thể tích .
Lời giải

a) Sai: Khoảng cách từ tâm của khối cầu đến khối chỏm cầu bằng .
b) Đúng: Thể tích của khối chỏm cầu được tính theo công thức 



c) Đúng: Ta có thể tích khối chỏm cầu là .

d) Đúng: Gọi  là thể tích của nửa khối cầu có bán kính bằng 5. 


Ta có  nên suy ra .







Câu 4:	Cho tam giác vuông  có cạnh  nằm trên tục  và . Gọi  là khối tròn xoay sinh ra khi quay miền tam giác  xung quanh trục . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
[image: A drawing of a cone with a point and a point  Description automatically generated]




a) Khi  thì thể tích  của khối  là  (đvtt).




b) Khi  thì thể tích  của khối  là  (đvtt).




c) Khi thể tích  của khối  là  thì giá trị .




d) Khi  thì thể tích  của khối  là .
Lời giải




a) Đúng: Do  đi qua gốc tọa độ và tạo với  một góc  nên .


Khi đó, thể tích của khối  theo  (đvtt)




b) Đúng: Do  đi qua gốc tọa độ và tạo với  một góc  nên .


Khi đó, thể tích của khối  theo  (đvtt).




c) Đúng: Do  đi qua gốc tọa độ và tạo với  một góc  nên .


Khi đó, thể tích của khối  theo  (đvtt).

Do .


Mặt khác  nên .




d) Đúng: Ta có: Do  đi qua gốc tọa độ và tạo với  một góc  nên .


Khi đó thể tích của khối  theo  (đvtt).

Do .



Mặt khác  nên   (đvtt).






Câu 5:	Giả sử chiếc nón rộng vành sau có thể mô hình hóa bằng cách cho hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục  và các đường thẳng  và  quay quanh trục  (đơn vị trên trục là dm). Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
[image: A red and white hat  Description automatically generated]		[image: A graph of a function  Description automatically generated]


a) Diện tích hình phẳng  được tính theo công thức .

b) Diện tích thiết diện qua trục đối xứng của khối tròn xoay trên là  dm2.

c) Công thức tính thể tích khối tròn xoay trên là .



d) Nếu thể tích của khối tròn xoay có dạng  với  là phân số tối giản thì .
Lời giải


a) Sai: Diện tích hình phẳng  được tính bằng công thức: 

b) Đúng: Diện tích thiết diện qua trục đối xứng của khối tròn xoay trên là  dm2.

c) Đúng: ông thức tính thể tích khối tròn xoay trên là .




d) Đúng:  nên  và .


Câu 6:	Một cái trứng khủng long đồ chơi là một khối tròn xoay được tạo thành từ 2 mảnh ghép lại. Biết mảnh trên được tạo thành khi xoay một phần tư đường elip với trục lớn là 8 và trục nhỏ là 4 quanh trục  và mảnh dưới được tạo thành khi xoay một phần tư đường tròn bán kính 2 quanh trục  như hình sau (bỏ qua độ dày của vỏ trứng). Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
[image: A toy dinosaur next to a red egg  Description automatically generated]   [image: A toy dinosaur in a cracked egg  Description automatically generated]    [image: A diagram of a circle with a red circle and black lines  Description automatically generated]

a) Thể tích phần trong của mảnh trên được tính bởi .
b) Thể tích phần trong của mảnh trên gấp 2 lần thể tích phần trong của mảnh dưới.

c) Thể tích phần trong của quả trứng đồ chơi này là .

d) Diện tích thiết diện khi cắt bởi mặt phẳng qua trục của quả trứng là .
Lời giải

a) Đúng: Mảnh trên được biểu diễn bởi elip: 

Thể tích phần trong của mảnh trên được tính bởi .

b) Đúng: Thể tích phần trong mảnh trên là: 

Mảnh dưới được biểu diễn bởi đường tròn: 

Thể tích phần trong dưới là: .
Vậy thể tích phần trong của mảnh trên gấp 2 lần thể tích phần trong của mảnh dưới.

c) Đúng: Thể tích phần trong của quả trứng đồ chơi này là: 

d) Sai: Diện tích thiết diện khi cắt bởi mặt phẳng qua trục của quả trứng là .



Câu 7:	Người ta chế tác một giọt nước bằng thủy tinh. Biết giọt nước thủy tinh này là vật thể tròn xoay khi xoay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số  và trục  quanh trục  (đơn vị trên trục là centimet). Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 
[image: A close up of a water drop  Description automatically generated]		[image: A diagram of a drop of water  Description automatically generated]


a) Hàm số  liên tục tại .

b) Diện tích mặt cắt của giọt nước thủy tinh khi cắt bởi mặt phẳng qua trục được tính bởi công thức  cm2.
c) Thể tích của giọt nước thủy tinh này lớn hơn 40 cm3.

d) Biết khối lượng riêng của thủy tinh là  g/cm3, khối lượng của giọt nước thủy tinh này là 102,22 g (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm).
Lời giải


a) Đúng: 


Vậy hàm số  liên tục tại 

b) Đúng: Diện tích mặt cắt của giọt nước thủy tinh khi cắt bởi mặt phẳng qua trục được tính bởi công thức  cm2.
c) Sai: Thể tích của giọt nước thủy tinh này là: 

 cm3

d) Đúng: Khối lượng của giọt nước thủy tinh này là: g.
Câu 8:	Một ly trà sữa dạng hình nón cụt, có đường kính đáy ly 6 cm, đường kính miệng ly 9 cm, chiều cao 13,4 cm, ở miệng ly có sử dụng một nắp đậy có hình dạng nửa mặt cầu và ở đỉnh của nửa mặt cầu này có một hình tròn có đường kính 2 cm để cắm ống hút, mặt phẳng chứa hình tròn này song song với mặt phẳng chứa miệng ly (tham khảo hình vẽ sau).
[image: A green bubble tea in a plastic cup with a straw  Description automatically generated]		[image: A drawing of a cone  Description automatically generated]	[image: A diagram of a straight line  Description automatically generated]



Chọn hệ trục  (đơn vị trên trục là centimet) với trục  đi qua tâm của 2 đáy hình nón cụt và gốc tọa độ  trùng với tâm của đáy lớn như hình vẽ trên.


a) Phương trình đường thẳng  là: .


b) Tọa độ điểm  là .
c) Thể tích bên trong của ly không bao gồm nắp là 600 ml (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị).
d) Thể tích bên trong của ly bao gồm cả thể tích của nắp là 780 ml (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị).
Lời giải





a) Đúng:  và  nên  nên đường thẳng  có một vectơ pháp tuyến là 



Phương trình đường thẳng  là: 


b) Đúng: Hoành độ của điểm  là: 

c) Đúng: Thể tích bên trong của ly không bao gồm nắp là: cm3



d) Sai: Thể tích bên trong của ly bao gồm cả thể tích của nắp là:  trong đó  là nửa thể tích của khối cầu và  là thể tích của chỏm cầu.

Nửa thể tích khối cầu là: 


Thể tích chỏm cầu: 


.



Thay số ta có: ; 
Thể tích bên trong của ly bao gồm cả thể tích của nắp là: 

ml.
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn

Câu 1:	Một hình cầu có bán kính 6 dm, người ta cắt bỏ hai phần bằng hai mặt phẳng song song và cùng vuông góc với đường kính để làm mặt xung quanh của một chiếc lu chứa nước (như hình vẽ). Tính thể tích (lít) mà chiếc lu chứa được biết mặt phẳng cách tâm mặt cầu 4 dm (làm tròn đến hàng đơn vị).
[image: A diagram of a sphere  Description automatically generated][image: A circle with a red circle and black lines  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải



Thể tích cần tìm là thể tích của khối tròn xoay khi quay hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và các đường thẳng  quanh trục hoành.

Do đó:  lít.




Câu 2:	Tính thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng  giới hạn bởi các đường ,  và  quanh trục hoành.
[image: A graph of a function  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: .


Câu 3:	Thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  quanh trục  là bao nhiêu?
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích của khối tròn xoay là: .





Câu 4:	Thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  quanh trục  có kết quả dạng  với  là phân số tối giản. Khi đó  bằng bao nhiêu?
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: .








Câu 5:	Biết thể tích khối tròn xoay tạo nên khi quay xung quanh trục  hình phẳng giới hạn bởi các đường , , ,  có dạng  với  là phân số tối giản. Tính giá trị biểu thức .
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích khối tròn xoay là: .







Câu 6:	Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường  quay xung quanh trục  tạo thành khối tròn xoay có thể tích bằng  với . Tính , biết một nguyên hàm của hàm số  là .
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích của khối tròn xoay là: .













Câu 7:	Gọi  là thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường   và  quanh trục . Đường thẳng  cắt đồ thị hàm số  tại  (xem hình vẽ sau). Gọi  là thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay tam giác  quanh trục . Biết rằng . Khi đó giá trị của  là bao nhiêu?
[image: A diagram of a triangle with a red line and a red line  Description automatically generated]
Lời giải


Ta có  và tọa độ .


Khi quay tam giác  quanh trục  tạo thành hai hình nón có chung đáy:




Hình nón  có đỉnh là , chiều cao , bán kính đáy ;




Hình nón  có đỉnh là , chiều cao , bán kính đáy .


Khi đó ; .





Câu 8:	Cho các nửa đường tròn như hình vẽ sau, trong đó đường kính của nửa đường tròn lớn gấp đôi đường kính của nửa đường tròn nhỏ. Biết rằng nửa hình tròn đường kính  có diện tích là  và góc . Tính thể tích vật thể tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng  (phần tô đậm) xung quanh đường thẳng .
[image: A diagram of a circle with a red circle and blue circle  Description automatically generated]
Lời giải

Chọn hệ trục  thích hợp như hình sau:
[image: A diagram of a circle with a red circle and blue circle  Description automatically generated]

Phương trình nửa đường tròn lớn: .

Phương trình nửa đường tròn nhỏ: .

Phương trình đường thẳng .

Khi đó .
Câu 9:	Người ta cần làm một cái cửa nhà hình parabol có chiều cao từ mặt đất đến đỉnh là 2,25 mét, chiều rộng tiếp giáp với mặt đất là 3 mét. Giá thi công trọn gói mỗi mét vuông là 1.500.000 đồng. Vậy số tiền làm cửa phải trả là bao nhiêu (đơn vị: triệu đồng)?
Lời giải







Gắn parabol  vào hệ trục tọa độ sao cho  đi qua ,  và  suy ra  nên diện tích cửa khi đó là: .

Vậy số tiền làm cửa là:  (triệu đồng).
Câu 10:	Xét phần bên trong của một thùng rượu: là một khối tròn xoay có 2 đáy là hình tròn bằng nhau và có chiều cao là 60 cm, đường cong (bên trong) của thùng là một cung tròn của đường tròn bán kính là 36 cm. Thùng rượu này chứa được tối đa bao nhiêu lít rượu? (kết quả làm tròn đến số thập phân đầu tiên sau dấu phẩy)
[image: A pair of wooden barrels  Description automatically generated]
Lời giải

Phương trình đường tròn là: 

Thể tích của thùng rượu là:  cm3

Vậy thùng rượu chứa được tối ta  lít rượu.
Câu 11:	Một Chi đoàn thanh niên đi dự trại ở một đơn vị bạn, họ dự định dựng một lều trại có dạng parabol (nhìn từ mặt trước, lều trại được căng thẳng từ trước ra sau, mặt sau trại cũng là parabol có kích thước giống như mặt trước) với kích thước: nền trại là một hình chữ nhật có chiều rộng là 3 mét, chiều sâu là 6 mét, đỉnh của parabol cách mặt đất là 3 mét. Hãy tính thể tích (đơn vị: m3) phần không gian phía trong trại để cử số lượng người tham dự trại cho phù hợp.
[image: A drawing of a triangular object  Description automatically generated]
Lời giải





Gắn hệ trục tọa độ  vào parabol sao cho đỉnh của parabol là , parabol cắt trục  tại 2 điểm là . Tìm được parabol .




Cắt lều trại bằng mặt phẳng song song với mặt phẳng chứa parabol ta được thiết diện có diện tích  bằng diện tích của hình phẳng giới hạn bởi  và trục  ta có .

Khi đó thể tích phần không gian phía trong trại là:  m3.

Câu 12:	Từ một khúc gỗ hình trụ có đường kính 30 cm, người ta cắt khúc gỗ bởi một mặt phẳng đi qua đường kính đáy và nghiêng với đáy một góc  để lấy một hình nêm (xem hình minh họa dưới đây)
[image: A cylinder with a circle and a circle  Description automatically generated][image: A drawing of a triangular object  Description automatically generated]


Kí hiệu  là thể tích của hình nêm. Tính  (cm3).
Lời giải
Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ.
[image: A diagram of a cone with a triangle and a line  Description automatically generated]

Khi đó hình nêm có đáy là nửa hình tròn có phương trình: .





Một mặt phẳng vuông góc với trục  tại điểm có hoành độ  với  cắt hình nêm theo thiết diện là  có diện tích là  (xem hình).


Ta có . Khi đó .

Suy ra thể tích hình nêm là:  cm3.


Câu 13:	Một thùng rượu (xét phần bên trong) có 2 đáy là các hình tròn với bán kính là 30 cm, thiết diện  vuông góc với trục nối tâm của 2 đáy và cách đều 2 đáy có bán kính là 40 cm (bên trong), chiều cao thùng rượu là 1 m (hình vẽ). Biết rằng mặt phẳng chứa trục cắt mặt xung quanh (bên trong) thùng rượu theo các đường parabol có đỉnh nằm trên mặt phẳng , hỏi dung tích của thùng rượu (đơn vị: lít) là bao nhiêu (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
[image: A wooden barrel with silver band  Description automatically generated]
Lời giải
[image: A wooden barrel with silver band  Description automatically generated][image: A diagram of a circle with a red circle and black lines  Description automatically generated]






Gọi  là parabol đi qua điểm  và có đỉnh  (hình vẽ). Khi đó, dung tích thùng rượu bằng thể tích khối tròn xoay khi cho hình phẳng giới hạn bởi , trục hoành và hai đường thẳng  quay quanh trục .


Tìm được . Suy ra  lít.
Câu 14:	Một bồn hình trụ đang chứa dầu, được đặt nằm ngang, có chiều dài bồn là 5m, có bán kính đáy 1m. Người ta đã rút dầu trong bồn tương ứng với 0,5m của đường kính đáy. Tính thể tích của lượng dầu còn lại trong bồn (theo đơn vị m3).
[image: A drawing of a cylinder  Description automatically generated]
Lời giải

Dung tích của bồn (hình trụ) đựng dầu là:  m3.


Thể tích phần đã rút dầu ra (phần trên mặt phẳng ) là:  m3.

Vậy thể tích lượng dầu còn lại là:  m3.




Câu 15:	Một vật có kích thước và hình dáng như hình vẽ dưới đây. Đáy là hình tròn giới hạn bởi đường tròn , cắt vật bởi các mặt phẳng vuông góc với trục Ox ta được thiết diện là tam giác đều. Khi đó thể tích của vật thể có dạng  với  là phân số tối giản. Tính .
[image: A cone shaped object with black arrows  Description automatically generated][image: A diagram of a triangle  Description automatically generated]
Lời giải

Ta có .

Suy ra thiết diện là tam giác đều có cạnh bằng .

Do đó diện tích thiết diện là .

Thể tích cần tìm là .

Suy ra .








Câu 16:	Từ một tấm tôn hình chữ nhật  với  cm,  cm. Người ta cắt tấm tôn theo đường hình sin như hình vẽ bên để được hai miếng tôn. Biết  cm,  cm,  cm. Tính thể tích  (đơn vị: lít) của khối tròn xoay được tạo thành khi xoay miếng tôn lớn quanh trục .
[image: A diagram of a curve  Description automatically generated]
Lời giải

Chọn hệ trục  với đơn vị trên trục là 10 cm như hình sau.
[image: A diagram of a function  Description automatically generated]


Khi đó đường cắt miếng tôn hình sin trên là đồ thị của hàm số , .

Thể tích cần tìm là  lít.

Câu 17:	Có một vật thể là hình tròn xoay có dạng giống như một cái ly như hình vẽ dưới đây. Người ta đo được đường kính của miệng ly là 4 cm và chiều cao là 6 cm. Biết rằng thiết diện của chiếc ly cắt bởi mặt phẳng đối xứng là một parabol. Tính thể tích  (cm3) của vật thể đã cho.
[image: A red cone with lines and numbers  Description automatically generated]
Lời giải
[image: A drawing of a triangle  Description automatically generated]



Chọn hệ trục tọa độ  thích hợp, ta được phương trình parabol là  với 

Thể tích vật thể đã cho là:  cm3.


Câu 18:	Hình elip được ứng dụng nhiều trong thực tiễn, đặc biệt là kiến trúc, xây dựng, thiết bị nội thất,. Mặt trong (lọt lòng) và ngoài (phủ bì) của một bồn rửa (lavabo) bằng sứ có hình dạng là một nửa khối tròn xoay khi quay quanh một trục của 2 elip có chung các trục đối xứng (hình minh họa). Thông số kĩ thuật mặt trên của bồn rửa: dài  rộng là mm (phủ bì) và elip (lọt lòng) có trục lớn, trục nhỏ ít hơn elip phủ bì một khoảng 40 mm. Tính thể tích chứa nước của bồn rửa (đơn vị: lít) (làm tròn kết quả đến hàng phần mười).
[image: A white sink with a red line  Description automatically generated] [image: A diagram of a circle with a red line  Description automatically generated]
Lời giải

Chọn hệ trục tọa độ  thích hợp với đơn vị trên trục là decimet.

Phương trình elip lọt lòng: .

Thể tích chứa nước của bồn rửa:  lít.
B. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Bài tập 1: Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành:





a) Khi quay hình phẳng  giới hạn bởi đồ thì hàm số, trục hoành và hai đường thẳng  và  quanh trục .



b) Khi quay hình phẳng  giới hạn bởi đường cong , trục hoành và các đường thẳng  quanh trục hoành.




c) Khi quay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số , trục  và hai đường thẳng quanh trục .


d) Khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  quay xung quanh trục . 





e) Khi quay hình phẳng xác định bởi các đường , ,  và  quanh trục .


f) Khi quay hình phẳng  giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục tung, trục hoành quay quanh trục hoành.
Lời giải



a) Thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng  quanh trục  ta có: 

b) Thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay  quanh trục hoành được tính theo công thức:

.

c) Ta có thể tích cần tìm là .
d) Thể tích vật thể tròn xoay được sinh ra là:



.


e) Thể tích khối tròn xoay sinh ra khi quay hình phẳng  quanh trục  là :

.

Vậy thể tích khối tròn xoay cần tính là : .

f) Xét phương trình hoành độ giao điểm hai hàm số là: 


Khi đó  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 


Thể tích khối tròn xoay khi quayquanh là:

.



Bài tập 2: Một bình chứa nước có hình dạng như hình sau. Biết rằng khi nước trong bình có chiều cao  (dm) () thì mặt nước là hình vuông có cạnh  (dm). Tính dung tích của bình.
[image: A diagram of a square object with lines and arrows  Description automatically generated]
Lời giải


Mặt nước là hình vuông có cạnh (dm) nên có diện tích là 

Thể tích của bình chứa nước là: 

Bài tập 3: Sử dụng tích phân, tính thể tích khối cầu có bán kính .
[image: A circle with a circle and a circle with a circle and a circle with a circle and a circle with a circle and a circle with a circle and a circle with a circle and a circle with  Description automatically generated]
Lời giải


Khối cầu có bán kính  thì phương trình mặt cầu trong không gian là 


Xét mặt cát ngang của khối cầu qua trục  ta có 

Diện tích mặt cắt ngang khi đó là 

Khi đó thể tích khối cầu là 


Bài tập 4: Sử dụng tích phân, tính thể tích khối nón có bán kính đáy  và chiều cao .
[image: A cone with a point and lines  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải


Khối nón có bán kính đáy là  và chiều cao là . 

Phương trình đường sinh của khối nón trong mặt phẳng là 

Khi đó thể tích của khối nón là .


Bài tập 5: Sử dụng tích phân, tính thể tích khối trụ có bán kính đáy  và chiều cao .
[image: A drawing of a cylinder  Description automatically generated]
Lời giải


Để tính thể tích hình trụ bằng tích phân, ta có thể xem khối trụ như một tập hợp các đĩa tròn có độ dày vô cùng nhỏ  xếp chồng lên nhau từ đáy đến đỉnh. Mỗi đĩa có diện tích là .

Khi đó thể tích của một đĩa nhỏ là 



Tổng thể tích của khối trụ là tổng của tất cả các đĩa từ  đến  nghĩa là 

Khi đó 








Bài tập 6: Tính thể tích  của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng  và  biết rằng khi cắt vật thể bởi mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục  tại điểm có hoành độ   thì được thiết diện là một hình chữ nhật có hai cạnh là  và .
Lời giải


Ta có diện tích thiết diện: . Khi đó .












Bài tập 7: Cho khối chóp có chiều cao bằng  và diện tích đáy bằng . Chọn trục  vuông góc với mặt phẳng đáy tại điểm  sao cho gốc  trùng với đỉnh của khối chóp và có hướng xác định bởi vectơ . Khi đó . Một mặt phẳng  vuông góc với trục  tại  , cắt khối chóp theo hình phẳng có diện tích .
[image: A diagram of a prism  Description automatically generated]

a) Chứng minh rằng .
b) Áp dụng tích phân tính thể tích khối chóp đó.
Lời giải






a) Khối chóp có đỉnh là  và có diện tích đáy là . Mặt phẳng  vuông góc với trục  tại  cắt khối chóp tạo thành một hình phẳng có diện tích .


Do mặt phẳng  song song với đáy của khối chóp, hình phẳng cắt được là một hình đồng dạng với đáy. Tỉ lệ đồng dạng giữa hai hình là .

Diện tích của hình đồng dạng tỉ lệ bình phương của tỉ lệ đồng dạng nên 




b) Để tính thể tích của khối chóp, ta sử dụng tích phân của diện tích mặt cắt theo chiều cao  từ  đến  ta được: .














Bài tập 8: Cho khối chóp cụt đều tạo bởi khối chóp đỉnh , diện tích hai đáy lần lượt là  và chiều cao . Chọn trục  chứa đường cao của khối chóp và gốc  trùng với đỉnh . Hai mặt phẳng đáy của khối chóp cụt đều lần lượt cắt  tại  và . Đặt . Một mặt phẳng  vuông góc với trục  tại , cắt khối chóp cụt đều theo hình phẳng có diện tích .
[image: A diagram of a triangular prism  Description automatically generated]

a) Chứng minh rằng .
b) Dựa vào tích phân tính thể tích khối chóp cụt đều đó.
Lời giải





Khối chóp cụt đều có hai đáy với diện tích lần lượt là  và . Khi mặt phẳng  cắt khối chóp cụt tại vị trí  thì diện tích của thiết diện là 





Diện tích của thiết diện thay đổi theo tỉ lệ bình phương của khoảng cách từ đỉnh  đến mặt cắt. Cụ thể diện tích  tỉ lệ với bình phương của khoảng cách từ  đến , nghĩa là 

Do đó ta có: 



b) Để tính thể tích của khối chóp cụt đều thì ta sử dụng tích phân của thiết diện  từ  đến .

Thể tích của khối chóp cụt đều được tính bằng công thức: 




Khi đó  ta thay  và  thì ta được thể tích khối chóp cụt được tính bằng công thức .



Bài tập 9: Cô Hạnh đổ bê tông một đường đi trong vườn (phần được tô màu) với kích thước được cho trong hình sau. Biết rằng đường cong  được cho bởi đồ thị của một hàm số liên tục và đường cong  nhận được từ đường cong  bằng cách tịnh tiến theo phương thẳng đứng lên phía trên 2 m. Ngoài ra, cô Hạnh quyết định đổ lớp bê tông dày 15 cm và giá tiền 1 m3 bê tông là 1 080 000 đồng. Tính số tiền cô Hạnh cần dùng để đổ bê tông con đường đó.
[image: A diagram of a curve  Description automatically generated]
Lời giải


Để tính diện tích phần đổ bê tông, ta cần xác định diện tích giữa hai đường cong  và 


Đường cong DC là kết quả của việc tịnh tiến đường cong  lên trên m.




Giả sử hàm số của đường cong  là  thì hàm số của đường cong  là 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong là: 



Lớp bê tông có độ dày là cm tức là m thì có thể tích là: 

Chi phí tổng cộng để đổ bê tông con đường đó là:  (đồng).



Bài tập 10: Xét chiếc chén trong một bộ ấm chén uống trà, bạn Dương ước lượng được rằng chiếc chén được tạo thành khi cho hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục hoành và hai đường thẳng  quay quanh trục  (đơn vị trên mỗi trục toạ độ là centimét). Tính thể tích của chiếc chén (làm tròn đến hàng đơn vị của centimét khối).
[image: A close up of a bowl  Description automatically generated][image: A drawing of a circle with a yellow and red circle  Description automatically generated]
Lời giải

Thể tích của chiếc chén là: .








Bài tập 11: Cho hình phẳng  được giới hạn bởi đường cong  ( là tham số khác ) và trục hoành. Khi quay xung quanh trục hoành được khối tròn xoay có thể tích . Có bao nhiêu giá trị nguyên của  để .
Lời giải

Phương trình hoành độ giao điểm của đường cong và trục hoành là: 

Thể tích vật thể tròn xoay cần tính là: 




Ta có: .


Ta có  và .


Suy ra, các giá trị  nguyên là 


Vậy có  giá trị nguyên của .
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