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[bookmark: _Hlk135320466]Dạng 1: Xác định các yếu tố cơ bản của mặt cầu trong không gian


Loại 1: Cho  là: Khi đó:

■	Tâm  (đổi dấu số trong dấu ngoặc)

■	Bán kính  (rút căn vế phải)


Loại 2: Cho  là: . Khi đó: 

■	Điều kiện để phương trình trên là mặt cầu là 


■	Tâm  (đổi dấu hệ số của  và chia đôi)

■	Bán kính .
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[bookmark: _GoBack]A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.


[bookmark: MTBlankEqn]Câu 1:	Cho phương trình mặt cầu , bán kính  của mặt cầu là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Phương trình tổng quát của mặt cầu trong không gian  là: 

Khi đó: .





Câu 2:	Trong không gian , cho mặt cầu . Xác định toạ độ tâm  và bán kính  của mặt cầu .




A. 	B. 	C. 	D. 
Lời giải



Mặt cầu  có tâm  và bán kính 





Câu 3:	Trong không gian , cho mặt cầu . Xác định toạ độ tâm  và bán kính  của mặt cầu .


A. 		B. 


C. 		D. 
Lời giải



Mặt cầu  có tâm  và bán kính .






Câu 4:	Trong không gian , cho mặt cầu : . Tọa độ tâm  và bán kính  của  lần lượt là








A. ; .	B. ; .	C. ; .	D. ; .
Lời giải


Mặt cầu đã cho có tâm  và bán kính .

Câu 5:	Trong không gian , phương trình nào trong các phương trình sau là phương trình của một mặt cầu?


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Phương trình:   là phương trình mặt cầu có tâm , bán kính .

Ở đáp án A và B không đúng dạng phương trình mặt cầu vì hệ số của  không bằng nhau nên phương trình ở đáp án A, B không là phương trình mặt cầu.

Trong đáp án D ta có:  nên phương trình ở đáp án D không là phương trình mặt cầu.

Trong đáp án C ta có:  nên phương trình ở đáp án C là phương trình mặt cầu.




Câu 6:	Trong không gian , phương trình  là phương trình của mặt cầu có tâm . Xác định tọa độ tâm 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Mặt cầu tâm , bán kính  có phương trình: .

.

Vậy tâm của mặt cầu là 




Câu 7:	Trong không gian , cho phương trình mặt cầu . Tọa độ tâm  của mặt cầu  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Mặt cầu tâm , bán kính  có phương trình: 


Từ phương trình mặt cầu đề bài cho . Vậy tâm mặt cầu là .





Câu 8:	Trong không gian , mặt cầu  có phương trình . Tính bán kính  của mặt cầu .




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Tạo độ tâm của mặt cầu  là:  và hệ số .



Bán kính . Vậy bán kính mặt cầu  là: 






Câu 9:	Trong không gian , mặt cầu  có phương trình:  đi qua hai điểm  và . Tính 




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải




Vì mặt cầu  đi qua  nên: . 




Vì mặt cầu  đi qua  nên: . 


 .




Thay  vào  .






Thay  vào    Có tồn tại mặt cầu  thỏa mãn đề bài. Vậy .
Câu 10:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, trong các phương trình sau phương trình nào là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải

Đáp án A thỏa mãn vì .

Đáp án B vì không có số hạng .

Đáp án C loại vì có số hạng .

Đáp án D loại vì .

Câu 11:	Trong không gian với hệ tọa độ  phương trình nào sau đây không phải là phương trình của một mặt cầu?


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Phương trình  là phương trình của một mặt cầu nếu .



Đáp án D không phải là phương trình mặt cầu vì
Câu 12:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, trong các phương trình sau phương trình nào không phải là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải


Phương trình  có hệ số trước  không bằng nhau nên không phải là phương trình mặt cầu


Câu 13:	Trong không gian với hệ tọa độ , trong các mặt cầu dưới đây, mặt cầu nào có bán kính ?


A. 	B. 


C. 	D. 
Lời giải


Ta có mặt cầu  có bán kính là 

Trong đáp án C ta có: .
Câu 14:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, trong các phương trình sau phương trình nào là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải

Phương trình 

Có  nên đó là phương trình mặt cầu.
Câu 15:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hỏi trong các phương trình sau phương trình nào là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải


Phương trình  là phương trình của một mặt cầu nếu .


Đáp án B là phương trình mặt cầu vì
Câu 16:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hỏi trong các phương trình sau phương trình nào là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải


Đáp án A không phải là phương trình mặt cầu vì hệ số trước  bằng 

Đáp án B là phương trình mặt cầu vì .

Đáp án C không phải là phương trình mặt cầu vì .


Đáp án D không phải là phương trình mặt cầu vì hệ số trước  bằng 
Câu 17:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hỏi trong các phương trình sau phương trình nào không phải là phương trình của mặt cầu?


A. 	B. 


C. .	D. 
Lời giải

Đáp án D không phải là phương trình mặt cầu vì có số hạng 








Câu 18:	Trong không gian , cho điểm  và mặt cầu  đi qua , tiếp xúc với mặt phẳng . Gọi  là bán kính của mặt cầu , giá trị nhỏ nhất của  là




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
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Gọi  là khoảng cách từ  đến mặt phẳng  .




Vì mặt cầu  tiếp xúc  và luôn đi qua  nên ta có đánh giá: 


Vậy giá trị nhỏ nhất của  là: .
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.



Câu 1:	Trong không gian  cho mặt cầu  có phương trình . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:

a) Đường kính mặt cầu bằng .


b) Mặt cầu  đi qua điểm .


c) Khoảng cách từ tâm mặt cầu đến mặt phẳng  bằng .



d) Mặt phẳng  có phương trình  tiếp xúc với mặt cầu .
Lời giải



a) Sai: Mặt cầu  có tâm  và bán kính .

Đường kính mặt cầu bằng .



b) Sai: Ta có:  nên mặt cầu  không đi qua điểm .



c) Đúng: Mặt phẳng  có phương trình: . Khi đó 



d) Sai: Ta có:  nên mặt phẳng  không tiếp xúc với mặt cầu .






Câu 2:	Trong không gian với hệ tọa độ, cho hai điểm . Mặt cầu có tâm thuộc trục và đi qua hai điểm . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:



a) Tọa độ tâm của mặt cầu  có dạng .


b) Bán kính của mặt cầu là .


c) Mặt cầu  có phương trình là .




d) Điểm thuộc mặt phẳng  sao cho đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó giá trị biểu thức.
Lời giải


a) Đúng: Vì tâm  nên toạ độ điểm .

b) Sai: Vì nên ta có: 

.

Ta có bán kính .


c) Đúng: Vì nên ta có: .


,tâm ,


Ta có mặt cầu  có phương trình là 


d) Đúng: Gọi là điểm thõa mãn 








Mà đạt giá trị nhỏ nhất là hình chiếu của  lên mặt phẳng . Vậy .



Câu 3:	Trong không gian với hệ trục tọa độ  (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được đặt ở vị trí  với bán kính phủ sáng là km. Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 

.

b) Người đi biển ở vị trí  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng.

c) Người đi biển ở vị trí  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng.

d) Nếu hai người đi biển có thể nhìn thấy ánh sáng của ngọn hải đăng thì khoảng cách giữa hai người đó không quá km.
Lời giải




a) Đúng: Mặt cầu  tâm , bán kính km = m có phương trình






b) Đúng: Ta có  nên điểm  nằm trong mặt cầu  nên người đi biển ở vị trí  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng.




c) Sai: Ta có  nên điểm  nằm ngoài mặt cầu  nên người đi biển ở vị trí  không nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng.



d) Đúng: Vì bán kính phủ sáng là km nên đường kính phủ sáng là km nên nếu hai người đi biển có thể nhìn thấy ánh sáng của ngọn hải đăng thì hai người đó nằm trong mặt cầu, do đó khoảng cách giữa hai người đó không quá km.






Câu 4:	Trong không gian hệ trục tọa độ  (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu của một sân bay ở vị trí  và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa . Một máy bay đang chuyển động với vận tốc km/h theo đường thẳng  có phương trình  và hướng về đài kiểm soát không lưu (như hình vẽ). Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]

a) Ranh giới vùng phát sóng bên ngoài của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có bán kính bằng .

b) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không gian là .


c) Máy bay đang chuyển động theo đường thẳng  đến vị trí điểm . Vị trí này nằm ngoài vùng kiểm soát không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay.

d) Thời gian kể từ khi đài kiểm soát không lưu phát hiện may bay đến khi máy ra khỏi vùng kiểm soát không lưu là giờ.
Lời giải



a) Sai: Vì đài kiểm soát không lưu của một sân bay ở vị trí  và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa km nên ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có bán kính bằng km.



b) Đúng: Ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu tâm  có bán kính bằng có phương trình là: 

c) Đúng: Ta có .

Vậy, tại vị trí điểm  máy bay nằm ngoài vùng kiểm soát không không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay.


d) Sai: Thay  vào phương trình mặt cầu


Quãng đường máy bay di chuyển trong vùng kiểm soát không lưu là:

km.


Vậy thời gian máy bay di chuyển theo đường thẳng  và trong phạm vi kiểm soát không lưu của sân bay là: giờ.
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn




Câu 1:	Trong không gian với hệ toạ độ , cho . Tính bán kính mặt cầu tâm  tiếp xúc với trục .
Lời giải




Gọi  hình chiếu vuông góc của  lên trục  .



Mặt cầu tâm  tiếp xúc với trục  nên mặt cầu có bán kính .








Câu 2:	Trong không gian với hệ tọa độ , gọi  là mặt cầu đi qua hai điểm , và có tâm thuộc trục . Bán kính của mặt cầu  là . Giá trị  bằng?
Lời giải



Gọi tâm của mặt cầu là . Vì  nên .




Mặt cầu đi qua  nên có   .

Bán kính mặt cầu .








Câu 3:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm , . Biết rằng tập hợp các điểm  trong không gian thỏa mãn đẳng thức  là một mặt cầu . Tìm bán kính  của mặt cầu .
Lời giải


Gọi tọa độ điểm . Khi đó 









 là phương trình của mặt cầu , có tâm  và bán kính .





Câu 4:	Cho hai điểm  cố định trong không gian có độ dài  là . Biết rằng tập hợp các điểm  trong không gian sao cho  là một mặt cầu. Bán kính mặt cầu đó bằng
Lời giải


Ta có: 





Gọi  thỏa mãn  nên .






Từ  suy ra  suy ra  thuộc mặt cầu  có tâm là  và bán kính .








Câu 5:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho điểm  và  là hình chiếu vuông góc của  trên trục . Gọi  là mặt cầu có tâm  và đi qua điểm . Độ dài bán kính mặt cầu bằng bao nhiêu?
Lời giải




Hình chiếu vuông góc của  trên trục  là  







Câu 6:	Trong không gian , mặt cầu có tâm là điểm và đi qua điểm . Gọi  là điểm thuộc mặt cầu biết . Tung độ điểm  có giá trị bằng bao nhiêu?
Lời giải



Mặt cầu đi qua nên bán kính 





Vậy phương trình của mặt cầu là: .


Thay tọa độ điểm  vào phương trình mặt cầu , ta có:




Vì  nên nhận .




Câu 7:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với trục . Bán kính của mặt cầu trên bằng bao nhiêu?
Lời giải







Gọi  là bán kính của mặt cầu  và  là hình chiếu của  trên trục  suy ra  và .



Mặt cầu  có tâm  và bán kính là .






Câu 8:	Trong không gian với hệ tọa độ  mặt cầu  có bán kính bằng tiếp xúc với mặt phẳng  và có tâm nằm trên tia  Hoành độ của tâm mặt cầu  bằng bao nhiêu?
Lời giải





Gọi  là tâm mặt cầu . Vì tâm  nằm trên tia  nên 



Vì mặt cầu  có bán kính bằng tiếp xúc với mặt phẳng  nên ta có:

.





Do  nên ta nhận , loại  suy ra mặt cầu  có tâm .







Câu 9:	Mặt cầu  có tâm  và có đúng một điểm chung với mặt phẳng . Gọi một giao điểm của mặt cầu  với trục  là . Tổng  bằng bao nhiêu?
Lời giải

Ta có .



Mặt cầu  có đúng một điểm chung với mặt phẳng  .


Suy ra . Cho .


Vì  nên .
B. BÀI TẬP TỰ LUẬN





Bài tập 1: Trong không gian  cho mặt cầu  có phương trình  Xác định tâm và bán kính của .
Lời giải



Mặt cầu  có tâm , bán kính 



Bài tập 2: Trong không gian , cho mặt cầu . Xác định tâm, bán kính của .
Lời giải




Mặt cầu  có tâm  với  nên .


Mặt cầu  có bán kính là .

Bài tập 3: Trong không gian , phương trình nào trong các phương trình sau là phương trình mặt cầu? Xác định tâm và bán kính của mặt cầu đó.


a) .		b) .


c) .		d) .


e) 		f) 


g) 		h) 
Lời giải


a) Ta có . Do  nên phương trình đã cho không phải là phương trình mặt cầu.




b) Ta có . Do  nên phương trình đã cho là phương trình mặt cầu. Khi đó mặt cầu có tâm  và bán kính .


c) Do phương trình  có chứa  nên phương trình đã cho không phải là phương trình mặt cầu.


d) Ta có . Do  nên phương trình đã cho không phải là phương trình mặt cầu.



e) Phương trình  không phải là phương trình của một mặt cầu vì các hệ số của  và  khác nhau.


f) Phương trình  không phải là phương trình của một mặt cầu vì không có biểu thức .

g) Ta có: 	




[bookmark: _Hlk171576319]Vậy phương trình đã cho là phương trình mặt cầu tâm  bán kính .

h) Ta có: 



.


Vậy phương trình đã cho là phương trình mặt cầu tâm  bán kính .




Bài tập 4: Trong không gian , một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí . Vùng phủ sóng của thiết bị có bán kính bằng . Hỏi vị trí  có thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói trên hay không?
Lời giải



Vùng phủ sóng của thiết bị là khối cầu  có tâm  và bán kính . 


Do  nên vị trí  không thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói trên.



[image: A close-up of a tower  Description automatically generated]Bài tập 5: Trong không gian với hệ tọa độ (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng điện thoại của nhà mạng Vinaphone được đặt ở vị trívà được thiết kế bán kinh phủ sóng mét.
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian?


b) Nhà bạn Diệp Chi, và Tuệ Nhi có vị trí tọa độ lần lượt là và . Hỏi Diệp Chi và Tuệ Nhi dùng điện thoại tại nhà thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm này hay không?
Lời giải
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là:




b) Do  nên điểm  nằm trong mặt cầu đó.
Vậy bạn Diệp Chi có thể sử dụng dịch vụ của trạm này.


Mặt khác  nên điểm  nằm ngoài mặt cầu đó.
Vậy bạn Tuệ Nhi không thể sử dụng dịch vụ của trạm này.



Bài tập 6: Trong không gian với hệ tọa độ (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng rađa của Nga được đặt trên bán đảo Crimea ở vị trí và được thiết kế phát hiện máy bay của địch ở khoảng cách tối đa  kilomet.
[image: A large military antenna on a truck  Description automatically generated]
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không gian?


b) Hai chiếc máy bay do thám của Mỹ và Anh đang bay ở vị trí có tọa độ  và . Hỏi hai chiếc máy bay đó có bị rađa phát hiện hay không?
Lời giải
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không gian là:




b)  nên điểm  nằm trong mặt cầu đó.
Vậy chiếc máy bay do thám của Mỹ có thể bị phát hiện bởi trạm rađa này.


Do  nên điểm  nằm trong mặt cầu đó.
Vậy chiếc máy bay do thám của Anh có thể bị phát hiện bởi trạm rađa này.

Dạng 2: Viết phương trình mặt cầu


Phương pháp: Cần xác định được tọa độ tâm  và độ dài bán kính .
Các bài toán cơ bản:


Bài toán 1: Mặt cầu có tâm  và đi qua điểm  thì bán kính




Bài toán 2: Mặt cầu  có đường kính  thì



■	Tâm  là trung điểm của  hay 

■	Bán kính 


Bài toán 3: Mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với  thì bán kính




Bài toán 4: Mặt cầu qua bốn điểm  không đồng phẳng (hay gọi là ngoại tiếp tứ diện ). 


Gọi  có dạng 



■	Thay tọa độ 4 điểm  vào  thì ta được hệ phương trình với  4 ẩn số 

■	Giải tìm . 


■	Suy ra tâm , bán kính .

A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.




Câu 1:	Trong không gian , cho hai điểm  và . Mặt cầu đường kính  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Mặt cầu có tâm . Mặt cầu có bán kính 

Vậy mặt cầu có phương trình: .






Câu 2:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm  và . Mặt cầu  tâm  và đi qua điểm  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải

Bán kính mặt cầu .




Vậy mặt cầu  tâm  và đi qua điểm  có phương trình là .






Câu 3:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm  và . Mặt cầu  tâm  và đi qua điểm  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải

Bán kính mặt cầu .




Vậy mặt cầu  tâm  và đi qua điểm  có phương trình là .


Câu 4:	Phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  là


A. .	B. 


C. .	D. .
Lời giải



Phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  là: .



Câu 5:	Trong không gian , mặt cầu đường kính  với  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải

Ta có .



Mặt cầu đường kính  có tâm , bán kính .

Khi đó phương trình mặt cầu cần tìm là .




Câu 6:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , viết phương trình mặt cầu  có tâm  và bán kính .


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải





Mặt cầu  có tâm  và bán kính  thì phương trình chính tắc của  là .


Câu 7:	Trong không gian , mặt cầu có tâm  và đi qua gốc tọa độ có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Mặt cầu tâm  có bán kính bằng .

Vậy .



Câu 8:	Trong không gian , phương trình mặt cầu có tâm  và đi qua điểm  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Ta có . Vậy phương trình mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có phương trình là .





Câu 9:	Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm và tiếp xúc với mặt phẳng . Phương trình của  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Do mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng 




Vậy phương trình cầu  có tâm  và bán kính  là: 


Câu 10:	Phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  là:


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải



Phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  là: 

Phương trình dạng khai triển: 




Câu 11:	Trong không gian tọa độ  mặt cầu  có tâm  và bán kính  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Phương trình mặt cầu  có tâm  và bán kính  là 




Câu 12:	Trong không gian , phương trình của mặt cầu có đường kính  với  và  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Ta có tọa độ tâm mặt cầu là , bán kính bằng .

Phương trình mặt cầu cần tìm là .



Câu 13:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , phương trình mặt cầu tâm , bán kính  là


A. .		B. .


C. .	D. .
Lời giải



Phương trình mặt cầu tâm  bán kính  là .



Câu 14:	Trong không gian , mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có phương trình là:


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Ta có phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  có dạng:

.


Mặt khác mặt cầu đó đi qua điểm  nên: .



Vậy phương trình mặt cầu tâm  và đi qua điểm  là: .







Câu 15:	Trong không gian , cho điểm . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên trục . Phương trình nào dưới đây là phương trình mặt cầu tâm  bán kính ?


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Vì  là hình chiếu vuông góc của  trên trục  nên .

Bán kính: .

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là .




Câu 16:	Trong không gian , phương trình mặt cầu  có tâm  và đi qua điểm  là


A. 	B. 


C. 	D. .
Lời giải

Ta có bán kính 





Câu 17:	Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và đi qua điểm . Phương trình của  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải





Mặt cầu  có tâm  và  nên  có phương trình: .






Câu 18:	Trong không gian , cho tứ diện  với , , , . Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện đó


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Gọi mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  có dạng 





Ta có , , , .

Suy ra 

Vậy phương trình mặt cầu là 






Câu 19:	Trong không gian , cho bốn điểm , , , . Mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  có bán kính bằng



A. 3.	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Gọi  là mặt cầu ngoại tiếp tứ diện .


Phương trình  có dạng: .





Vì  đi qua bốn điểm , , ,  nên ta có hệ phương trình

.


Vậy bán kính mặt cầu  là: .


Câu 20:	Mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có phương trình


A. 	B. 


C. 	D. .
Lời giải

Bán kính 


Mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có phương trình là







Câu 21:	Trong không gian , cho mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng . Phương trình mặt cầu là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Bán kính mặt cầu  là .



Mặt cầu  có tâm , bán kính  có phương trình là:

.




Câu 22:	Trong không gian , cho hai điểm , . Mặt cầu đường kính  có phương trình


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải





Tọa độ trung điểm  của đoạn thẳng  là . Độ dài đoạn thẳng  là .



Mặt cầu đường kính  có tâm  và bán kính  có phương trình là

.



Câu 23:	Trong không gian [image: ], cho hai điểm  và . Phương trình mặt cầu đường kính  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải



Gọi  là trung điểm của , ta có:.



Mặt cầu đường kính  có tâm là trung điểm  của  và bán kính 

.


Vậy phương trình mặt cầu đường kính là: .




Câu 24:	Trong không gian hệ trục tọa độ , cho điểm . Phương trình mặt cầu tâm  tiếp xúc với mặt phẳng  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải







Ta có phương trình mặt phẳng:  nên khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng  bằng   bán kính mặt cầu là .




Mặt cầu  tâm , bán kính  có phương trình: .




Câu 25:	Trong không gian hệ trục tọa độ , cho điểm . Phương trình mặt cầu tâm  và tiếp xúc với trục  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên trục , suy ra .



Mặt cầu tâm  và tiếp xúc với trục  có bán kính .



Vậy mặt cầu tâm  và tiếp xúc với trục  có phương trình: .






Câu 26:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt cầu  có đường kính  với tọa độ các điểm , . Phương trình mặt cầu  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Gọi  là trung điểm của . Suy ra mặt cầu  có tâm là  và bán kính 




Phương trình mặt cầu đường kính  là: .






[bookmark: _Hlk68904563]Câu 27:	Trong không gian với hệ tọa độ , , . Viết phương trình mặt cầu tâm , bán kính .


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Ta có  .



Phương trình mặt cầu tâm  bán kính : .




Câu 28:	Trong không gian với hệ trục toạ độ , cho hai điểm , . Viết phương trình mặt cầu đường kính .


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải





Gọi  là tâm mặt cầu đường kính , suy ra  là trung điểm của đoạn 

Bán kính mặt cầu là .


Phương trình mặt cầu đường kính  là .


Câu 29:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm . Phương trình nào sau đây là phương trình mặt cầu đường kính AB


A. .	B. .


C. .	D. 
Lời giải




Gọi trung điểm  suy ra  là tâm mặt cầu đường kính 



Tọa độ điểm  là  và .

Phương trình mặt cầu đường kính AB là 




Câu 30:	Trong không gian , mặt cầu đường kính với  và  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Gọi  là tâm mặt cầu suy ra  là trung điểm của  .

Bán kính mặt cầu .

Phương trình mặt cầu là: .





Câu 31:	Trong không gian tọa độ , cho mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng . Phương trình mặt cầu  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải



Bán kính mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  là:

.


Vậy phương trình mặt cầu  là 






Câu 32:	Cho mặt cầu  đi qua ,  và có tâm  thuộc trục . Mặt cầu  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải



Ta có tâm  thuộc trục  nên .




Ta có  đi qua ,  nên 

.



Suy ra  do đó . Vậy .




Câu 33:	Trong không gian với hệ trục toạ độ , cho hai điểm  và . Phương trình mặt cầu nhận  làm đường kính là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Gọi  là tâm của mặt cầu suy ra  là trung điểm của  suy ra 

Ta có bán kính của mặt cầu 

Vậy phương trình mặt cầu nhận  làm đường kính là

.






Câu 34:	Trong không gian , cho điểm  và mặt phẳng  Mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  có phương trình


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  có bán kính là .


Phương trình mặt cầu  là: .






Câu 35:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho ba điểm ,  và . Phương trình mặt cầu tâm  bán kính  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Ta có . Phương trình mặt cầu tâm  bán kính  là .



Câu 36:	Trong không gian với hệ trục tọa độ . Hãy viết phương trình mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng .


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  nên có bán kính

.

Suy ra phương trình mặt cầu: .




Câu 37:	Trong không gian , cho điểm . Phương trình mặt cầu tâm  tiếp xúc với trục  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Gọi  là hình chiếu của  lên trục  ta được .


Do mặt cầu tiếp xúc với trục  nên .

Vậy phương trình mặt cầu là .



Câu 38:	Trong không gian , cho hai điểm . Viết phương trình mặt cầu đường kính ?


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải




Mặt cầu đường kính  nhận trung điểm  của đoạn thẳng  là tâm và có bán kính .

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là .



Câu 39:	Trong không gian , mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  có phương trình là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải

Do mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng  nên bán kính mặt cầu là 

.



Phương trình mặt cầu cần tìm có tâm , bán kính  là 








Câu 40:	Trong không gian  cho mặt phẳng  và điểm . Xét  là mặt cầu tâm  và cắt  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính bằng . Phương trình của  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải



Gọi  có tâm  và bán kính là .

Ta có .



Vì  cắt  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính bằng  nên:


.


Vậy phương trình  là .







Câu 41:	Trong không gian , cho đường tròn  tâm  có bán kính bằng  và nằm trong mặt phẳng . Tìm phương trình mặt cầu chứa đường tròn  và đi qua điểm .


A. .		B. .


C. .	D. .
Lời giải



Gọi  lần lượt là tâm và bán kính của mặt cầu cần tìm. Do  nên



Ta có .



Vậy  và . Phương trình mặt cầu cần tìm là .







Câu 42:	Trong không gian, cho đường tròn  có bán kính bằng 4 nằm trong mặt phẳng  có tâm là gốc tọa độ . Hãy viết phương trình mặt cầu chứa đường tròn  đồng thời cắt trục  tại điểm .


A. 	B. .


C. .	D. 
Lời giải




Đường tròn  nằm trong mặt phẳng  có tâm là gốc tọa độ nên có trục là trục .


Gọi  theo thứ tự là tâm và bán kính của mặt cầu  thỏa đề bài thì ta có


Mặt cầu  chứa đường tròn 



Đường tròn  nằm trên mặt phẳng và  có bán kính 





Mặt cầu  cắt trục  tại điểm



Từ và  ta có 



Như vậy mặt cầu  tâm , bán kính  thỏa yêu cầu đề bài.


Phương trình của là .






Câu 43:	Trong không gian , cho hai đường thẳng ;. Gọi  là mặt cầu tiếp xúc với  và có bán kính nhỏ nhất. Phương trình của mặt cầu  là


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải





Giả sử mặt cầu có tâm là và bán kính là  tiếp xúc với hai đường thẳng lần lượt tại .

Ta có .



Vậy khi là đoạn vuông góc chung của 

Giải sử 


Lại có lần lượt là véc tơ chỉ phương của .


Khi đó: 







Lúc này  có tâm là và bán kính là  nên  có phương trình dạng .






Câu 44:	Trong không gian  cho điểm . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên ba trục tọa độ. Mặt cầu tâm  tiếp xúc với mặt phẳng  có phương trình là:




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Ta có:  nên phương tình mặt phẳng  là:


. Mặt cầu cần tìm có bán kính 

Phương trình mặt cầu là: 














Câu 45:	Trong không gian , cho hình chóp  có các đỉnh ,, . Tam giác  vuông tại  có độ dài cạnh  đồng thời mặt đáy  vuông góc với mặt bên . Gọi  là trung điểm của . Mặt cầu tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  có phương trình là:


A. .	B. .


C. .	D. .
Lời giải


Ta có: ; 



Khi đó:  vuông tại 


Ta có: 
[image: A picture containing boat, sky, outdoor, different  Description automatically generated]




Gọi  là mặt cầu tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng 



Ta có: 

Ta chứng minh được 





Gọi  là hình chiếu của  trên 



Ta có:

Phương trình mặt cầu .






Câu 46:	Một vệ tinh quay quanh Trái Đất với độ cao so với mặt đất là  km. Ta xét trong không gian  với tâm  là tâm Trái Đất, 1 đơn vị dài trong không gian tương ứng với  km trên thực tế. Biết bán kính Trái Đất khoảng km. Phương trình biểu diễn quỹ đạo chuyển động của vệ tinh đó là




A. .	B. .	C. .	D. . 
Lời giải

Khoảng cách từ tâm Trái Đất đến vệ tinh là  tương ứng bằng 4 đơn vị.



Ta thấy quỹ đạo chuyển động của vệ tinh quanh Trái Đất là một mặt cầu có tâm là tâm Trái Đất có tọa độ là và bán kính . Do đó phương trình mặt cầu là: .




Câu 47:	Trong không gian  (đơn vị đo là cm), mặt sàn nhà đa năng thuộc mặt phẳng . Một quả cầu bằng nhựa nằm trên mặt sàn nhà đa năng và có tâm . Khi đó, mặt ngoài của quả cầu nhựa  có phương trình là: 


	A. .	B. .	


C. .	D. .
Lời giải

Do quả cầu nằm trên mặt sàn nhà đa năng nên mặt ngoài của quả cầu tiếp xúc với mặt phẳng 

Ta có:  


Vậy mặt ngoài của quả cầu  có phương trình là.



Câu 48:	Trong không gian với hệ tọa độ  (đơn vị trên mỗi trục là km), một ngọn hải đăng được đặt ở vị trí như hình vẽ. Ngọn hải đăng được thiết kế với bán kính phủ sáng làkm. 
[image: A lighthouse at night with a bright light  Description automatically generated]


	Một người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí đến vị trí .Điểm nào sau đây mà người đi biển đi qua và vẫn thuộc vùng phủ sáng của ngọn hải đăng?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
	Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trong không gian là: 







	Ta có  ; và  nên điểm nằm trong mặt cầu. Vậy người đi biển đi qua điểm  mà vẫn thuộc vùng phủ sáng.




Câu 49:	Một máy Rađa có tầm hoạt động với bán kính tối đa là km. Ta xét trong không gian với tâm  là vị trí máy Rađa, 1 đơn vị dài trong không gian  tương ứng với 


	 km trên thực tế. Hỏi trong không gian  trên, vật thể có tọa độ tương ứng với đáp án nào dưới đây sẽ bị Rađa phát hiện?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Ta thấy quỹ đạo của Rađa là một khối cầu giới hạn bởi mặt cầu  có tâm là vị trí máy Rađa có tọa độ là và bán kính .

Do đó ta có phương trình mặt cầu .

Vật thể bắt đầu bị phát hiện khi nó nằm trong hoặc trên mặt cầu . 



Trong 4 đáp án trên ta thấy có đáp án  thỏa mãn phương trình mặt cầu  các đáp án còn lại đều nằm ngoài .








Câu 50:	Trong không gian với hệ tọa độ  (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị trí  và sẽ hạ cánh ở vị trí  trên đường băng. Có một đám mây được mô phỏng bởi mặt phẳng  tiếp xúc với mặt cầu  tại . Tính độ cao của máy bay khi đi xuyên qua đám mây để hạ cánh (Giả sử mặt đất ở vị trí máy bay đang bay được coi là mặt phẳng mặt phẳng )




A.  km.	B.  km.	C.  km.	D.  km.
Lời giải



Mặt cầu  có tâm ; .




Vì  tiếp xúc với  tại  nên có vectơ pháp tuyến là .



Phương trình mặt phẳng  là  hay 






Giả sử điểm  là vị trí mà máy bay xuyên qua đám mây để hạ cánh, suy ra  và ba điểm  thẳng hàng,  nằm giữa  và .



Do đó  với . Ta có: .

.


 suy ra .


Vậy tại vị trí  độ cao của máy bay là km.
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.






Câu 1:	Trong không gian , cho đường thẳng  và mặt cầu  có tâm . Đường thẳng d cắt mặt cầu  tại hai điểm A, B sao cho . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:




a) Phương trình mặt phẳng  đi qua điểm  và vuông góc với đường thẳng  có phương trình là .




b) Gọi là hình chiếu vuông của lên . Khi đó .


c) Mặt cầu có bán kính .


d) Phương trình mặt cầu : 
Lời giải




a) Đúng: Phương trình mặt phẳng  đi qua và vuông góc với đường thẳng  nhận  là vectơ pháp tuyến có phương trình:




b) Sai: Gọi  khi đó 


Mặt khác  nên 




c) Đúng: Khi đó  d) Đúng: Vậy : 



Câu 2:	Trong không gian , cho  và mặt cầu . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Mặt cầu  có tâm .


b) Điểm  nằm trong mặt cầu .



c) Mặt cầu tâm  và đi qua  có bán kính bằng .




d) Điểm  thay đổi thuộc , giá trị nhỏ nhất của biểu thức  bằng .
Lời giải



a) Đúng: Mặt cầu  có tâm , bán kính 





b) Sai: , ,  nên  nằm ngoài mặt cầu .



c) Đúng: Mặt cầu tâm  và đi qua  có bán kính .


d) Sai: Gọi là điểm thỏa mãn 

Ta có: 




Biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi  đạt giá trị nhỏ nhất.



Với  thay đổi thuộc ta có 

Vậy 




Câu 3:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho  và mặt cầu  có phương trình . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 


a) Mặt cầu  có bán kính .


b) Mặt phẳng  có phương trình .



c) Mặt phẳng  cắt mặt cầu  theo một đường tròn có bán kính bằng .




d) Điểm  thuộc mặt cầu  sao cho thể tích tứ diện  lớn nhất. Khi đó, .
Lời giải



a) Đúng: Mặt cầu  có tâm, bán kính .





b) Sai:  nên mặt phẳng  có một vectơ pháp tuyến là . Suy ra mặt phẳng  có phương trình .




c) Đúng: Ta có . Vậy bán kính đường tròn giao tuyến của mặt phẳng  và mặt cầu  là .



d) Đúng: Ta có  nên lớn nhất khi và chỉ khi  lớn nhất.




Gọi  là đường thẳng qua điểm  và vuông góc với mặt phẳng . Suy ra .






Gọi  là các giao điểm của  và mặt cầu . Tọa độ điểm  thỏa mãn hệ phương trình: 



Ta thấy: . Vậy điểm  .








Câu 4:	Trong không gian với hệ tọa độ  cho mặt phẳng  và điểm. Biết mặt cầu  có tâm  và cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn  có diện tích là  Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Bán kính đường tròn  là .



b) Khoảng cách từ đến mặt phẳng là 


c). Tâm đường tròn  có tọa độ là .


d) Phương trình mặt cầu là 
Lời giải







Gọi  là điểm nằm trên đường tròn giao tuyến của  và  Ta có  Áp dụng công thức tính bán kính mặt cầu trong trường hợp mặt cầu  giao với mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính  là



a) Đúng: Ta có đường tròn có diện tích là  Suy ra 

b) Đúng: Ta có 

c) Sai: Phương trình 


Vậy tọa độ là là nghiệm của hệ 

d) Sai: Suy ra .


Vậy phương trình mặt cầu  là 


Câu 5:	Trong không gian , cho mặt cầu . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 



a) Mặt cầu  có tâm , bán kính .

b) Điểm  nằm trong mặt cầu.



c) Mặt phẳng  cắt mặt cầu  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính .





d) Đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm . Khi đó, diện tích tam giác  là: 
Lời giải



a) Đúng: Mặt cầu  có tâm , bán kính .


b) Sai: Ta có  nên điểm  nằm ngoài mặt cầu.

c) Sai: Ta có . 


Suy ra mặt phẳng  cắt mặt cầu  theo giao tuyến là đường tròn.

Bán kính đường tròn giao tuyến là 



d) Đúng: Đường thẳng  có vecto chỉ phương , đi quan điểm .




, . Gọi  là trung điểm của 



;  


Diện tích tam giác  là: .






Câu 6:	Trong không gian cho mặt cầu  có tâm  cắt đường thẳng  tại hai điểm  sao cho . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Đường thẳng  có vectơ chỉ phương là .


b) Đường thẳng  đi qua điểm .




c) Mặt phẳng  chứa  và vuông góc với đường thẳng  có phương trình là 


d) Mặt cầu  có phương trình là 
Lời giải


a) Đúng: Đường thẳng  có vectơ chỉ phương là .




b) Sai: Thay  vào phương trình đường thẳng  ta có  nên điểm A không thuộc đường thẳng .









c) Đúng: Vì mặt phẳng  chứa  và vuông góc với đường thẳng  nên  nhận vectơ chỉ phương của  là  làm vectơ pháp tuyến. Khi đó, phương trình mặt phẳng  là  hay 


 d) Sai: Gọi H là hình chiếu của I lên đường thẳng  nên IH và  vuông góc với nhau.




Gọi mặt phẳng  chứa  và vuông góc với đường thẳng  có phương trình là 


Suy ra, H là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng 


Vì H thuộc đường thẳng  nên 


Mặt khác, H thuộc mặt phẳng  nên tọa độ  thỏa mãn


 hay 


Khi đó, điểm  và 

Ta được 



Vậy phương trình mặt cầu  có tâm  và bán kính  là 





Câu 7:	Trong không gian , cho điểm  và điểm . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:



a) Mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có bán kính là .


b) Phương trình mặt cầu tâm  và đi qua điểm  có phương trình là

.


c) Phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm  là .





d) Phương trình mặt cầu tâm I, cắt trục  tại hai điểm  và  sao cho độ dài đoạn   là .
Lời giải

a) Sai: 


[bookmark: PasteStart][bookmark: PasteEnd]b) Đúng: Phương trình mặt cầu tâm , bán kính  có dạng 



Suy ra .



c) Đúng: Phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm M đi qua  và nhận  làm vecto pháp tuyến là .






d) Sai:  Gọi  là trung điểm  suy ra  là hình chiếu vuông góc của  lên  nên 

Khi đó .

Phương trình mặt cầu là: .




Câu 8:	Trong không gian , cho ba điểm , , . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 




a) Mặt cầu tâm , bán kính  có phương trình là.




b) Bán kính của mặt cầu  có tâm là  và đi qua điểm  là .


c) Mặt cầu  nhận  làm đường kính có phương trình là 







d) Bán kính  của mặt cầu  đi qua ba điểm  và có tâm nằm trên mặt phẳng  là .
Lời giải




a) Sai: Mặt cầu tâm , bán kính  có phương trình là: 





b) Đúng: . Bán kính của mặt cầu  có tâm là  và đi qua điểm  là 






c) Đúng:. Mặt cầu  nhận  làm đường kính nên có tâm ,  có phương trình là: .



d) Đúng: Gọi phương trình mặt cầu  có dạng , với tọa độ tâm .


Ta có: 

Bán kính .


Câu 9:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Mặt cầu  có tâm là điểm .




b) Mặt cầu  tâm  bán kính  có phương trình .



c) Mặt cầu  đường kính  có phương trình .



d) Mặt cầu  ngoại tiếp tứ diện  có bánh kính .
Lời giải


a) Đúng: Mặt cầu  có tâm là điểm .



b) Đúng: Ta có   Mặt cầu .



c) Sai: Tâm , bán kính  .


d) Sai: Gọi  là tâm mặt cầu đi qua bốn điểm . Khi đó:




. Bán kính: .


Câu 10:	Trong không gian , cho mặt cầu . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Tọa độ tâm  của mặt cầu là .

b) Diện tích mặt cầu bằng .

c) Điểm  nằm trong mặt cầu.



d) Số điểm chung của đường thẳng  và mặt cầu  bằng .
Lời giải




a) Đúng: Tọa độ tâm  của mặt cầu là   .



b) Đúng:   .





c) Sai:     điểm  nằm ngoài mặt cầu.



d) Đúng: Đường thẳng  đi qua  và nhận  làm một vectơ chỉ phương.








   không cắt   số điểm chung của đường thẳng  và mặt cầu  bằng .




Câu 11:	Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm , . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Mặt cầu  có tâm .





b)  với  là khoảng cách từ tâm mặt cầu  đến mặt phẳng .


c) Đường thẳng  không cắt mặt cầu .



d) Điểm  thay đổi thuộc , biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất bằng 105 (Làm tròn kết quả đến hàng đơn vị).
Lời giải



a) Sai: Mặt cầu  có tâm  và bán kính .


b) Đúng: Ta có khoảng cách từ tâm  đến mặt phẳng  là 


 và  

c) Sai: Ta có: 



Vậy  nên đường thẳng  cắt  tại hai điểm phân biệt.


d) Sai: Mặt cầu có tâm , bán kính .
[image: A circle with a line and a point  Description automatically generated]


Gọi  là điểm thỏa mãn: 

Xét 



Biểu thức P đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi  đạt giá trị nhỏ nhất.


Ta có  suy ra  nằm trong mặt cầu nên


 với 

Vậy 



Câu 12:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt cầu  có phương trình . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Mặt cầu  có đường kính bằng .

b) Diện tích mặt cầu .


c) Mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng .





d) Mặt cầu  cắt trục  tại hai điểm phân biệt , sao cho .
Lời giải



Mặt cầu  có tâm  và bán kính .


a) Sai: Đường kính của mặt cầu  là .

b) Sai: Diện tích mặt cầu bằng .


c) Đúng: Ta có  nên mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng.






d) Đúng: Gọi  là hình chiếu của  lên trục  nên  và  là trung điểm của 


.



Ta có .



Do  là trung điểm của  nên .


Câu 13:	Trong không gian  (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại di động được đặt ở vị trí . Trạm thu phát sóng đó được thiết kế với bán kính phủ sóng là 3 km. Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Phương trình mặt cầu  để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phù sóng trong không gian là .

b) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí điểm  thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng đó.

c) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ  thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng đó.


d) Tính theo đường chim bay, khoảng cách lớn nhất để một người ở vị trí có toạ độ  di chuyển được tới vùng phủ sóng theo đơn vị ki-lô-mét là km.
Lời giải



a) Sai: Phương trình mặt cầu  tâm  bán kính 3 km mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong không gian là .




b) Đúng: Ta có:  nên điểm  nằm trong mặt cầu. Vì điểm  nằm trong mặt cầu nên người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ  có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng đó.



c) Đúng: Ta có:  nên điểm  nằm ngoài mặt cầu. Vậy người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ  không thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng đó.





d) Đúng: Ta có:   nên điểm  nằm ngoài mặt cầu. Phương trình đường thẳng  dạng: .


Gọi mặt cầu  suy ra tọa độ  là nghiệm của hệ 




Vậy khoảng cách lớn nhất để một người ở vị trí có toạ độ  di chuyển được tới vùng phủ sóng theo đơn vị kilômét là km.




Câu 14:	Các thiên thạch có đường kính lớn hơn 140 m và có thể lại gần Trái Đất ở khoảng cách nhỏ hơn 7 500 000 km được coi là những vật thể có khả năng va chạm gây nguy hiểm cho Trái Đất. Để theo dõi những thiên thạch này, người ta đã thiết lập các trạm quan sát các vật thể bay gần Trái Đất. Giả sử có một hệ thống quan sát có khả năng theo dõi các vật thể ở độ cao không vượt quá 6 600 km so với mực nước biển. Coi Trái Đất là khối cầu có bán kính 6 400 km. Chọn hệ trục tọa độ  trong không gian có gốc  tại tâm Trái Đất và đơn vị độ dài trên mỗi trục tọa độ là 1000 km. Một thiên thạch (coi như một hạt) chuyển động với tốc độ không đổi theo một đường thẳng từ điểm  đến điểm .
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a) Đường thẳng  có phương trình tham số là  ().

b) Vị trí đầu tiên thiên thạch di chuyển vào phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là điểm .
c) Khoảng cách giữa vị trí đầu tiên và vị trí cuối cùng mà thiên thạch di chuyển trong phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là 18 900 km (kết quả làm tròn đến hàng trăm theo đơn vị km).


d) Nếu thời gian di chuyển của thiên thạch trong phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là 3 phút thì thời gian nó di chuyển từ  đến  là 6 phút.
Lời giải


a) Đúng: Vectơ chỉ phương của đường thẳng  là .



Phương trình tham số của đường thẳng  là: , . 



b) Sai: Để tìm vị trí đầu tiên thiên thạch di chuyển vào phạm vi theo dõi, ta cần tìm điểm giao của đường thẳng  với mặt cầu có tâm  và bán kính 

Phương trình mặt cầu là: .



Thay ;  và  vào phương trình mặt cầu ta được:





Giải phương trình ta tìm được  hoặc .









Thay  và  vào phương trình tham số của đường thẳng  ta được hai giao điểm của  và mặt cầu là  và . Nhận thấy từ  đến  thì hoành độ có xu hương giảm dần nên điểm . 

c) Đúng: Ta có 

Khoảng cách giữa vị trí đầu tiên và vị trí cuối cùng là :


 tương đương với km.


d) Đúng:  Thời gian thiên thạch di chuyển từ  đến  là:


 nên do đó  (phút). 
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn




Câu 1:	Bán kính mặt cầu đi qua bốn điểm  và  có dạng và nguyên tố cùng nhau. Khi đó giá trị của biểu thức  bao nhiêu?
Lời giải




Gọi phương trình mặt cầu : , . Do  đi qua bốn điểm M, N, P, Q nên ta có hệ phương trình:


. Vậy 

Khi đó giá trị của biểu thức .







Câu 2:	Trong không gian với hệ trục tọa độ  cho mặt cầu  có tâm  nằm trên đường thảng  và tiếp xúc với hai mặt phẳng  . Tổng  bằng bao nhiêu?
Lời giải




Gọi tâm mặt cầu là  Do mặt cầu tiếp xúc với  và  nên 

Suy ra 

Tâm mặt cầu là 






Câu 3:	Trong không gian , cho hai đường thẳng  và . Trong tất cả mặt cầu tiếp xúc với cả hai đường thẳng và . Gọi  là mặt cầu có bán kính nhỏ nhất. Diện tích của mặt cầu đó có kết quả bằng bao nhiêu? (làm tròn đến hàng phần trục)
Lời giải


Ta dễ dàng kiểm chứng được  và  chéo nhau








Vì mặt cầu tiếp xúc với hai đường thẳng , và có bán kính nhỏ nhất. Suy ra mặt cầu là mặt cầu đường kính  ( với  là đoạn vuông góc chung của ,)



Ta có:  đi qua  và có VTCP 




 đi qua  và có VTCP  suy ra 



Vậy bán kính . Diện tích mặt cầu là 






Câu 4:	Cho mặt cầu  và đường thẳng . Đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt trong đó  với 

Giá trị biểu thức  bằng bao nhiêu? (Làm tròn kết quả đến hàng phần trăm)
Lời giải



Thay tọa độ tâm  vào phương trình đường thẳng , ta được: .


Nên đường thẳng  không đi qua tâm .


Ta có đường thẳng  với 


Thay điểm  vào phương trình mặt cầu , ta được:





Vậy 




Câu 5:	Cho 3 điểm  và mặt phẳng . Phương trình mặt cầu đi qua 3 điểm  và có tâm thuộc mặt phẳng có bán kính bằng bao nhiêu?
Lời giải


Phương trình mặt cầu  có dạng:  với



Mặt cầu qua 


Mặt cầu có tâm  thuộc mặt phẳng 

Giải hệ ta được: .

Bán kính của mặt cầu là: .





Câu 6:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , mặt cầu có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng  có phương trình . Tính giá trị của biểu thức .
Lời giải

Bán kính mặt cầu là: .



Phương trình mặt cầu  suy ra 

Hay .






Câu 7:	Trong không gian với hệ tọa độ , phương trình mặt cầu có tâm  và có một tiếp tuyến là đường thẳng  có dạng . Tính .
Lời giải


Ta có đường thẳng . Suy ra .




Vì  là một tiếp tuyến của mặt cầu nên  .


Khi đó phương trình mặt cầu  có dạng: 


.








Câu 8:	Trong không gian với tọa độ , cho mặt cầu . Đường thẳng  là tiếp tuyến của mặt cầu  tại điểm  có vectơ chỉ phương là và vuông góc với đường thẳng  Tính giá trị ( kết quả làm tròn đến hang phần trăm).
Lời giải



Mặt cầu  có tâm , khi đó 


Đường thẳng  có vectơ chỉ phương 



Do  là tiếp tuyến của mặt cầu tại điểm  nên 



Lại có  vuông góc với đường thẳng  nên 


Ta có hệ phương trình . Vậy .












Câu 9:	Trong không gian  cho ; ; .  là điểm khác  sao cho , ,  đôi một vuông góc.  là tâm mặt cầu ngoại tứ diện . Tính .
Lời giải

Gọi .

Vì  đôi một vuông góc nên:

.


 là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  nên:

.


. Vậy .









Câu 10:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt cầu  tâm  và đường thẳng . Biết đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt  sao cho . Tính bán kính của mặt cầu .
Lời giải


Giả sử mặt cầu  có phương trình .




Mặt cầu  có tâm  và bán kính  với .



Đường thẳng  đi qua điểm  và có một vtcp là .



Khoảng cách từ tâm  đến đường thẳng  bằng: .





Vì đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt  sao cho  nên ta có . ( thỏa điều kiện).

Suy ra bán kính mặt cầu là .




Câu 11:	[image: tim-hieu-ket-cau-va-kien-truc-vom-geodesic01]Trong không gian , một vòm được thiết kế có bề mặt là mặt cầu tâm , bán kính bằng m và có đáy nằm trên mặt phẳng . Chiều cao của vòm là bao nhiêu? (biết đơn vị của hệ trục tọa độ là mét)

Lời giải



Khoảng cách từ tâm  đến mặt phẳng  là m.

Vậy chiều cao của vòm là m.















Câu 12:	Hệ thống định vị toàn cầu GPS là một hệ thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật trong không gian. Cách thức hoạt động của GPS như sau: Trong cùng một thời điểm, vị trí  của một vật sẽ được xác định bằng 4 vệ tinh cho trước, các vệ tinh này có gắn máy thu tín hiệu, bằng cách so sánh thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận tín hiệu phản hồi thì sẽ xác định được khoảng cách từ các vệ tinh đến vị trí . Như vậy, vị trí  là giao điểm của 4 mặt cầu có tâm là 4 vệ tinh đã cho. Giả sử trong không gian , 4 vệ tinh có tọa độ là, , , . Biết khoảng cách từ  đến các vệ tinh lần lượt là , , , . Khi đó tọa độ điểm . Tính giá trị biểu thức .
Lời giải

Gọi . Khi đó ta có:


             


          


      


 


Giải hệ gồm 4 phương trình trên ta được  nên .

Vậy .
A. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Bài tập 1: Viết phương trình mặt cầu :


a) có tâm  bán kính   	             


b) có tâm  và đi qua điểm   



c) có đường kính  với  và 
Lời giải



a) Phương trình mặt cầu có tâm  bán kính  là:


 hay 




b) Mặt cầu  có tâm  và đi qua điểm  nên có bán kính 


Vậy mặt cầu  có phương trình là: 

Hay 







c) Mặt cầu có đường kính  với  và nên có tâm là trung  điểm của và bán kính 


Vậy mặt cầu  có phương trình là: .







Bài tập 2: Trong không gian , cho điểm . Viết phương trình mặt cầu tâm , cắt trục  tại hai điểm  và  sao cho .
Lời giải





Gọi  là trung điểm của  thì  vuông góc với  và .

Suy ra bán kính mặt cầu là: .

Vậy phương trình mặt cầu là .




Bài tập 3: Trong không gian , viết phương trình mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với trục . 
Lời giải

Ta có:.



Phương trình mặt cầu  có tâm , bán kính  có phương trình là:

.




Bài tập 4: Trong không gian với hệ tọa độ , cho các điểm  và . Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện .
Lời giải

Phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  có dạng:



Do 


Mặt cầu tâm  có phương trình .



Bài tập 5: Trong không gian , viết phương trình mặt cầu có tâm nằm trên mặt phẳng  và đi qua các điểm .
Lời giải


Gọi tâm mặt cầu là . Do  thuộc mặt cầu nên 

Khi đó .


. Vậy 

Phương trình mặt cầu là .







Bài tập 6: Trong không gian , gọi  là mặt phẳng đi qua điểm và chứa trục  Viết phương trình mặt cầu  có tâm  và tiếp xúc với mặt phẳng .
Lời giải







Ta có  nên  khi đó mặt phẳng  đi qua điểm  và có véctơ pháp tuyến  nên phương trình mặt phẳng  là: .

Lại có: .


Mặt cầu tâm  bán kính  có phương trình là

.



Bài tập 7: Trong không gian với hệ trục tọa độ , hãy viết phương trình mặt cầu đi qua 3 điểm và có tâm nằm thuộc mặt phẳng .
Lời giải



Vì mặt cầu có tâm  thuộc mặt phẳng   nên tâm có dạng .

Vì mặt cầu đi qua ba điểm nên ta có:







.

Phương trình mặt cầu là  .







Bài tập 8: Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho điểm . Viết phương trình của mặt cầu tâm là  và cắt trục  tại hai điểm ,  sao cho  vuông.
Lời giải
[image: A black background with blue dots  Description automatically generated]






Do  nên  vuông tại . Gọi  trung điểm  suy ra .



Do đó  là hình chiếu của điểm  lên trục . 

Ta có: 






Vậy mặt cầu có phương trình: 









Bài tập 9: Trong không gian , cho điểm  và đường thẳng . Gọi   là mặt phẳng đi qua  và chứa . Lập phương trình mặt cầu  có tâm  sao cho  tiếp xúc với .
Lời giải



Đường thẳng  đi qua  và có vectơ chỉ phương .


Mặt phẳng  có vectơ pháp tuyến .


Bán kính mặt cầu  nên phương trình mặt cầu là:.



Bài tập 10: Phần mềm mô phỏng thiết bị thám hiểm đại dương có dạng hình cầu trong không gian . Cho biết tọa độ tâm mặt cầu là  và bán kính . Viết phương trình mặt cầu.
[image: A submarine under water with a clock  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải


Phương trình mặt cầu tâm  và bán kính  là: 

.
Dạng 3: Vị trí tương đối liên quan đến mặt cầu và ứng dụng thực tế
Phương pháp: Có ba trường hợp như sau:
	
	Mặt cầu

	Mặt phẳng
	

Tính  và so sánh với bán kính 

	
	

	Mặt phẳng không cắt mặt cầu

	
	

	
Mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu tại 

	
	

	Mặt phẳng cắt mặt cầu

	Đường thẳng
	


Tính  và so sánh với bán kính 

	
	

	Đường thẳng không cắt mặt cầu

	
	

	Đường thẳng tiếp xúc mặt cầu

	
	

	Đường thẳng cắt mặt cầu

	Điểm
	

Tính  và so sánh với bán kính 

	
	

	
Điểm  nằm ngoài mặt cầu

	
	

	
Điểm  nằm trên mặt cầu

	
	

	
Điểm  nằm trong mặt cầu



A. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.







Câu 1:	Trong không gian , cho mặt cầu  có phương trình . Trong ba điểm có tọa độ lần lượt là ,, thì có bao nhiêu điểm nằm trên mặt cầu ?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải
Thay tọa độ ba điểm vào phương trình mặt cầu, ta có:


 (Đúng) .


 (Sai) .


 (đúng) .

Vậy trong ba điểm đề cho, có hai điểm nằm trên mặt cầu .






Câu 2:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu có phương trình . Trong ba điểm có tọa độ lần lượt là ,  và  thì có bao nhiêu điểm nằm trên mặt cầu.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Điểm nằm trên mặt cầu thỏa mãn phương trình .


Xét hai điểm  và  thỏa mãn.


Xét điểm ta có  (không thỏa mãn).






Câu 3:	Trong không gian cho mặt cầu  có phương trình  trong các điểm có tọa độ lần lượt là , ,  thì có bao nhiêu điểm trên mặt cầu.
A. 0.	B. 3.	C. 2.	D. 1.
Lời giải


 




Xét điểm  ta có  suy ra điểm  nằm trên mặt cầu .




Xét điểm  ta có  suy ra điểm  không nằm trên mặt cầu .




Xét điểm  ta có  suy ra điểm  nằm trên mặt cầu .
Vậy có 2 điểm nằm trên mặt cầu.



Câu 4:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai mặt cầu  và . Khẳng định nào sau đây là đúng?
A. Hai mặt cầu tiếp xúc ngoài.	B. Hai mặt cầu tiếp xúc trong.
C. Hai mặt cầu không có điểm chung.	D. Hai mặt cầu có nhiều hơn một điểm chung.
Lời giải




Mặt cầu  có tâm  còn mặt cầu  có tâm 

Do  nên hai mặt cầu tiếp xúc ngoài.







Câu 5:	Trong không gian , cho điểm  thuộc mặt cầu  và ba điểm . Biết rằng tập hợp các điểm  thỏa mãn biểu thức  là đường tròn cố định, bán kính  của đường tròn này là.




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Gọi  khi đó 




.


Mặt cầu . Mặt cầu .


Ta có cắt cầu  theo giao tuyến là một đường tròn.
Đường tròn này nằm trên mặt phẳng

.

.


Câu 6:	Trong không gian , mặt cầu  đi qua điểm nào dưới đây?




A. Điểm .	B. Điểm .	C. Điểm .	D. Điểm .
Lời giải




Thay tọa độ điểm  vào phương trình mặt cầu  (thỏa mãn). Ta có mặt cầu  đi qua điểm .



Câu 7:	Trong không gian , cho mặt cầu . Điểm nào dưới đây thuộc mặt cầu ?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta thấy .




Câu 8:	Trong không gian , cho mặt cầu : . Điểm nào trong các điểm bên dưới thuộc mặt cầu ?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Thay tọa độ các điểm vào phương trình mặt cầu  ta có:




Điểm  vì  (luôn đúng).




Điểm  vì  (vô lý).




Điểm  vì  (vô lý).




Điểm  vì  (vô lý).





Câu 9:	Trong không gian , gọi  là tâm của mặt cầu . Độ dài đoạn  (với  là gốc tọa độ) bằng




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải


Ta có . Suy ra .










Câu 10:	Trong không gian , cho mặt cầu . Có bao nhiêu điểm  thuộc  mà tiếp diện của  tại  cắt các trục  tương ứng tại các điểm  sao cho  là các số nguyên dương và ?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải



Mặt cầu  có tâm  và bán kính .




Ta có  nên  tiếp xúc với  tại .

Dễ thấy  (do tính chất các tiếp tuyến kẻ từ 1 điểm đến mặt cầu).



Suy ra  (c – c – c) nên  (2 góc tương ứng) hay .

Khi đó .


Vì  nguyên dương nên .


Các cặp  thỏa mãn là .










Câu 11:	Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai mặt cầu :  có tâm , bán kính  và  có tâm , bán kính . Hỏi có bao nhiêu điểm  với  nguyên thuộc phần giao của hai khối cầu?
A. 11.	B. 13.	C. 9.	D. 7.
Lời giải

Ta có phương trình mặt cầu .

Và phương trình mặt cầu .



Điểm  thuộc giao của hai khối cầu  nên toạ độ điểm  là nghiệm của hệ bất phương trình

.

Từ đó suy ra .








Do  và  suy ra ; ;;;; .


Vậy có 13 điểm  với  nguyên thuộc phần giao của hai khối cầu.








Câu 12:	Trong không gian , cho hai điểm  và . Có bao nhiêu điểm  với  là các số nguyên sao cho có mặt cầu tâm  đi qua  và tiếp xúc với mặt phẳng ?




A. .	B. .	C. .	D. .
Lời giải

Ta có: .



Gọi  là trung điểm của  Mặt phẳng trung trực của  là

.

 là số nguyên lẻ.

Gọi .


Gọi  là tiếp điểm của mặt cầu và .


Ta có:  thuộc đường tròn tâm .



Xét trong mặt phẳng , phương trình của : .



Do  và  lẻ nên ta có:  (loại); 


 (thỏa mãn);  (loại).


Vậy có  bộ  thỏa mãn.


Câu 13:	Trong không gian hệ trục tọa độ , bề mặt của một quả bóng thám không dạng hình cầu có phương trình . Tìm tâm và bán kính mặt cầu.
[image: A satellite in the sky  Description automatically generated]


A. Tâm , bán kính .


B. Tâm , bán kính .


C. Tâm , bán kính .


D. Tâm , bán kính .
Lời giải


Tâm của mặt cầu là  và bán kính  m.



Câu 14:	Trong không gian  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại di động có đầu thu phát được đặt tại điểm . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì sử dụng được dịch vụ của trạm nói trên?




A. 	B. .	C. 	D. 
Lời giải

Ta có .

Vậy người đứng tại điểm  nằm trong mặt cầu nên sẽ sử dụng được dịch vụ của trạm thu phát sóng điện thoại di động.



Câu 15:	Trong không gian  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại di động có đầu thu phát được đặt tại điểm . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì không sử dụng được dịch vụ của trạm nói trên?




A. 	B. .	C. 	D. 
Lời giải

Ta có .

Vậy người đứng tại điểm  nằm ngoài mặt cầu nên sẽ không sử dụng được dịch vụ của trạm thu phát sóng điện thoại di động.
PHẦN II. Câu trắc nghiệm đúng sai. Trong mỗi ý a), b), c), d) ở mỗi câu, thí sinh chọn đúng hoặc sai.


Câu 1:	Trong không gian , cho mặt cầu . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Điểm  nằm bên ngoài mặt cầu .


b) Điểm  nằm bên trong mặt cầu .


c) Điểm  nằm trên mặt cầu .


d) Với điểm , ta có .
Lời giải

a) Đúng: Tâm .




Ta có   điểm  nằm bên ngoài mặt cầu .




b) Đúng: Ta có   điểm  nằm bên trong mặt cầu .




c) Sai: Ta có   điểm  nằm bên ngoài mặt cầu .

d) Đúng: Ta có .




Câu 2:	Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và bán kính . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:



a) Phương trình mặt cầu  có tâm , bán kính .

b) Điểm  nằm trong mặt cầu.




c) Điểm  nằm ngoài mặt cầu và khoảng cách từ tâm  đến điểm  bằng .



d) Khoảng cách từ tâm  đến tâm mặt cầu  bằng .
Lời giải



a) Sai: Phương trình mặt cầu tâm , bán kính  là .


b) Sai: Ta có: , do đó điểm  nằm trên mặt cầu.


c) Đúng: Ta có: , do đó điểm  nằm ngoài mặt cầu.

Và 


d) Sai: Mặt cầu  có tâm ,


Mặt cầu  có tâm ,

Khi đó 




Câu 3:	Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và bán kính . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:



a) Mặt cầu  có tâm  và bán kính .



b) Bán kính của mặt cầu  là đoạn với điểm .




c) Mặt cầu  có đường kính  với  và .


d) Mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng .
Lời giải





a) Đúng: Mặt cầu  có , , , 



 tâm  và bán kính .




b) Sai: Xét :  do đó  không nằm trên 


Vậy bán kính mặt cầu  không là đoạn .





c) Sai: Mặt cầu  nhận  làm đường kính thì  và tâm  là trung điểm của .

Ta có 



d) Sai: Mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng .

Ta có .








Câu 4:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho đường thẳng  và mặt phẳng . Mặt cầu  có tâm  thuộc đường thẳng  và cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn lớn nhất có bán kính . Xét tính đúng sai của các khẳng định sau:


a) Mặt phẳng  có vectơ pháp tuyến .


b) Tọa độ tổng quát của tâm  là .

c) .


d) Mặt cầu  có phương trình là .
Lời giải


a) Đúng:  có vectơ pháp tuyến  là .

b) Sai: Ta có: 



c) Sai: Do giao tuyến của  và  là đường tròn lớn nên .

d) Đúng : Ta có 



Theo giả thiết  nên tọa độ điểm  thỏa mãn phương trình mặt phẳng 


Thay tọa độ điểm  vào  ta có :






Vì  theo giao tuyến là đường tròn lớn có bán kính  nên ta có bán kính mặt cầu là .

Vậy mặt cầu có phương trình là: .
PHẦN III. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn









Câu 1:	Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt phẳng :  và mặt cầu . Lấy  thuộc mặt cầu  sao cho khoảng cách từ  đến mặt phẳng  là lớn nhất. Giá trị của biểu thức  là
Lời giải



Mặt cầu  có tâm , bán kính .








Ta có: . Suy ra mặt phẳng  và mặt cầu  không có điểm chung. Từ đó, điểm thuộc mặt cầu có khoảng cách nhỏ nhất hoặc lớn nhất tới mặt phẳng  là giao điểm của mặt cầu với đường thẳng qua  và vuông góc với .



Trước hết ta lập phương trình đường thẳng  đi qua  và vuông góc với .


Mặt phẳng  có véctơ pháp tuyến là .


Vì  nên nhận  làm véctơ chỉ phương.



Từ đó  có phương trình  với .



Ta tìm giao điểm của  và . Xét hệ: 






. Suy ra có hai giao điểm là  và .


Ta có: ; .




Suy ra . Từ đó ; ; .

Vậy .







Câu 2:	Trong không gian  (đơn vị của các trục tọa độ là kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại di động có đầu thu phát được đặt tại điểm . Biết bán kính phủ sóng của trạm là km. Có  người sử dụng điện thoại tại các điểm . Hỏi trong số 5 người đó, có bao nhiêu người có thể sử dụng được dịch vụ của trạm nói trên?
Lời giải


Ta tính: ; .



; ; .
Vậy có 3 người có thể sử dụng dịch vụ của trạm nói trên.







Câu 3:	Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm. Mặt phẳng  chứa đường thẳng  và cắt  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính nhỏ nhất. Giá trị của biểu thức bằng bao nhiêu?
Lời giải






Ta có:  trong đó  không đồng thời bằng . Mặt cầu  có tâm  và bán kính .



Do mặt phẳng  chứa đường thẳng nên ta có: 

Bán kính đường tròn giao tuyến là:  trong đó 

. 






Để bán kính đường tròn nhỏ nhất điều kiện là  lớn nhất  lớn nhất  lớn nhất. Coi hàm số  là một phương trình ẩn  ta được : , phương trình có nghiệm 



 lớn nhất

.








Câu 4:	Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng  và hai điểm ,. Mặt cầu  đi qua  và tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm . Biết rằng  luôn thuộc một đường tròn cố định. Tìm bán kính của đường tròn đó.
Lời giải
[image: ]



Đường thẳng  đi qua điểm  và nhận  là véctơ chỉ phương.




Chọn  là véctơ chỉ phương của đường thẳng , suy ra phương trình đường thẳng  là: .



Gọi , suy ra tọa độ  là nghiệm hệ phương trình .

Suy ra .



Các điểm  cùng thuộc một đường tròn và  là tiếp tuyến đường tròn đó nên ta có .



Thay tọa độ các điểm vào ta được , , suy ra .



Vậy điểm  luôn thuộc một đường tròn cố định có tâm và bán kính .




Câu 5:	Trong hệ trục  cho trước (đơn vị trên trục là mét), cho một trạm thu phát sóng 5G có bán kính vùng phủ sóng của trạm ở ngưỡng 600m được đặt ở vị trí . Tìm giá trị lớn nhất của  (làm tròn đến hàng đơn vị) để một người dùng điện thoại ở vị trí  có thể sử dụng dịch vụ của trạm nói trên.
Lời giải



Để một người dùng điện thoại ở vị trí  có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng 5G có bán kính vùng phủ sóng của trạm ở ngưỡng 600m được đặt ở vị trí  thì 


.


Vậy giá trị lớn nhất của  là .








Câu 6:	Trong không gian , cho đường thẳng , , . Gọi mặt cầu  có tâm  thuộc  và tiếp xúc với . Khi đó đường kính của mặt cầu có giá trị bằng bao nhiêu?
Lời giải



Ta có: phương trình tham số của  là . Vì .




Mặt cầu  có tâm  thuộc  và tiếp xúc với  nên ta có:




.



Suy ra mặt cầu  có tâm  và bán kính .

Vậy đường kính của mặt cầu  bằng 2.
Câu 7:	Một quả bóng rổ được đặt ở một góc của căn phòng hình hộp chữ nhật, sao cho quả bóng chạm và tiếp xúc với hai bức tường và nền nhà của căn phòng đó thì có một điểm trên quả bóng có khoảng cách lần lượt đến hai bức tường và nền nhà là 17 cm, 18 cm, 21 cm (tham khảo hình minh họa). Hỏi độ dài đương kính của quả bóng bằng bao nhiêu cm biết rằng quả bóng rổ tiêu chuẩn có đường kính từ 23 cm đến 24,5 cm? Kết quả là tròn đến một chữ số thập phân.
[image: A basketball on the ground  Description automatically generated]
Lời giải


Ta đặt hệ trục vào căn phòng sao cho có hai bức tường là mặt , và nền là .


Vậy bài toán dẫn đến việc tìm đường kính của mặt cầu tiếp xúc với  mặt phẳng toạ độ và chứa điểm .



Ta có thể gọi phương trình mặt cầu là , với  ( do mặt cầu tiếp xúc với các mặt phẳng toạ độ nên ).


Do  nên 

.

Vì quả bóng rổ tiêu chuẩn có đường kính từ 23 cm đến 24,5 cm nên  thỏa.

Vậy đường kính quả bóng bằng .
B. BÀI TẬP TỰ LUẬN





Bài tập 1: Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt phẳng  và mặt cầu . Xét vị trí tương đối của mặt phẳng và mặt cầu.
Lời giải




Mặt cầu  có tâm , bán kính  và .


Vậy mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu.





Bài tập 2: Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt cầu  và mặt phẳng . Xét vị trí tương đối của mặt phẳng  và mặt cầu .
[bookmark: _Hlk169735118]Lời giải




Mặt cầu  có tâm , bán kính  và 


Vậy mặt phẳng và mặt cầu không có điểm chung.





Bài tập 3: Trong không gian , cho mặt cầu  và đường thẳng có phương trình . Tìm vị trí tương đối của đường thẳng  và mặt cầu 
Lời giải



Mặt cầu có tâm  bán kính 





Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên  thì  ta có , .



Khi đó: . Một vectơ chỉ phương của  là .


Ta có: .



 


Vậy đường thẳng cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt.









Bài tập 4: Trong không gian , đường thẳng . Viết phương trình mặt cầu  có tâm  và đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt  sao cho độ dài đoạn thẳng .
Lời giải




Gọi  là trung điểm của .



Đường thẳng  đi qua điểm  và có 1 vectơ chỉ phương .

Ta có:

.

Khi đó: .



Mặt cầu  có tâm  và bán kính  nên có phương trình là:

.




Bài tập 5: Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai đường thẳng chéo nhau  và . Viết phương trình mặt cầu có bán kính nhỏ nhất tiếp xúc với cả hai đường thẳng .
Lời giải


Đường thẳng  có một vectơ chỉ phương là .


Đường thẳng  có một vectơ chỉ phương là .




Gọi  và .

Khi đó ta có .




 là đường vuông góc chung của và  khi và chỉ khi 



 .


Suy ra , .



Gọi  là trung điểm của  suy ra  và .





Khi đó mặt cầu tâm , bán kính  tiếp xúc với hai đường thẳng lần lượt tại  và 




Do  là khoảng cách giữa hai đường thẳng  nên mặt cầu đường kính  là mặt cầu có bán kính nhỏ nhất tiếp xúc với hai đường thẳng .

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là .








Bài tập 6: Trong không gian với hệ tọa độ  cho mặt cầu :  và điểm . Một đường thẳng  thay đổi luôn đi qua  và luôn cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt . Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
Lời giải



Mặt cầu  có tâm , bán kính .



  nằm ngoài mặt cầu .
[image: ]








Do hai điểm  nằm ở vị trí hai đầu một dây cung nên để  thì  nằm giữa  và . Gọi  là trung điểm  .



.

Xét hàm số .

Đạo hàm: .


Xét  

(luôn đúng).



Suy ra   đồng biến trên .

Suy ra 







Bài tập 7: Trong không gian với hệ trục tọa độ , đài kiểm soát không lưu sân bay có tọa độ , mỗi đơn vị trên trục ứng với km. Máy bay bay trong phạm vi cách đài kiểm soát km sẽ hiển thị trên màn hình ra đa. Một máy bay đang ở vị trí , chuyển động theo theo đường thẳng  có véctơ chỉ phương là  và hướng về đài kiểm soát không lưu. Hãy xác định tọa độ vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa.
[image: A black background with a black square  Description automatically generated with medium confidence]
Lời giải




Phương trình tham số của đường thẳng  đi qua  và nhận  làm véctơ chỉ phương là .

Gọi  là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa. 

Vì .

Vì  là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa nên 



Với km

Với km


Do  vị trí máy bay xuất hiện sớm nhất là .






Bài tập 8: Trong không gian với hệ trục tọa độ ( đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được đặt ở vị trí  và ngọn hải đăng đó được thiết kế với bán kính phủ sáng là km. Nếu người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí  đến vị trí . Hãy tìm vị trí cuối cùng trên đoạn  sao cho người đi biển có thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng ( kết quả làm tròn tới chữ số thập phân thứ hai).
[image: A lighthouse at night with a bright light  Description automatically generated]
Lời giải

Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trên biển của ngọn hải đăng là: .


Ta có  nên điểm  nằm ngoài mặt cầu.





Đường thẳng đi qua điểm và nhận  làm véctơ chỉ phương nên phương trình tham số của  là 



Giả sử  là điểm cuối cùng trên  sao cho người đi đường có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. Khi đó .

Do .

Do 





Với . Nhận thấy  cùng huướng với  nên  thuộc đoạn thẳng .





Với . Nhận thấy  không cùng hướng với  nên  không thuộc đoạn thẳng .

Vậy vị trí cần tìm là 
Bài tập 9: Ericsson Globe (Thuỵ Điển) là toà nhà bán cầu lớn nhất trên thế giới (năm 2020),với hình dạng một quả cầu màu trắng có đường kính 110 m và chiều cao bên trong 85 m, nó có đủ chỗ ngồi cho 16 000 khán giả của các buổi biểu diễn hoà nhạc hoặc 13 850 khán giả của các trận đấu khúc côn cầu trên băng. Giả sử ta biểu diễn mô phỏng của toà nhà Ericsson Globe trong hệ trục toạ độ Oxyz bởi một mặt cầu có tâm I, đường kính 110 m và OA = 85 m như hình vẽ (đơn vị trên trục là mét). Hãy viết phương trình của mặt cầu này.
[image: A diagram of a sphere with a diagram  Description automatically generated]
Lời giải

Theo giả thiết đường kính 110 m nên bán kính m.


Ta có  suy ra 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là 







Bài tập 10: Giả sử Trái Đất có dạng hình cầu bán kính bằng m. Bạn An đang đứng trên mặt đất. Có 3 vệ tinh báo về máy chủ tiếp nhận thông tin rằng vệ tinh thứ nhất đang cách An m, vệ tinh thứ hai đang cách An m và vệ tinh thứ ba đang cách An m. Biết rằng trong hệ trục toạ độ Oxyz cho trước với O là tâm Trái Đất (1 đơn vị =m), tại thời điểm vệ tinh thông báo về máy chủ thì toạ độ của các vệ tinh lần lượt là  và . Hãy tìm tọa độ vị trí của bạn An (làm tròn đến hàng đơn vị).
[image: Cartoon of a child with a string attached to a planet  Description automatically generated]
Lời giải

Gọi vị trí bạn An là A (x; y; z) thì An chính là giao điểm của bốn mặt cầu: Trái Đất và ba mặt cầu tâm lần lượt  có bán kính lần lượt là khoảng cách từ các vệ tinh đến An

Ta có phương trình mặt cầu của trái đất là .

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ nhất là .

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ hai là .

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ ba là .


Ta có hệ  


Vậy toạ độ bạn An là  với (1 đơn vị =m).

                                                                                                    Trang 1  
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