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Bài 1. Cho tam giác  nhọn  nội tiếp đường tròn  Hai đường cao  và  của tam giác cắt nhau tại điểm  Gọi  là trung điểm  


a) Chứng minh  đồng dạng 


b) Chứng minh đường thẳng  vuông góc với đường thẳng 










c) Đường phân giác góc  cắt  và  lần lượt tại  và Gọi là trung điểm của là trung điểm của Chứng minh tứ giác nội tiếp và ba điểm thẳng hàng.















Bài 2. Cho đường tròn , dây  cố định. Gọi  là điểm chính giữa cung nhỏ , kẻ đường kính  cắt  tại . Lấy điểm  bất kỳ trên cung lớn ,  cắt  tại . Đường thẳng  cắt đường thẳng  tại .

a) . Chứng minh: Tứ giác  nội tiếp.

b). Chứng minh: .









c). Gọi  là giao điểm của đường thẳng  và . Kẻ  cắt  tại , cắt đường tròn  tại  . Chứng minh  thẳng hàng.











Bài 3. Cho đường tròn tâm  và dây  cố định không đi qua . Trên cung lớn   lấy điểm  sao cho . Kẻ đường kính   là hình chiếu của  trên .  là trung điểm của .

a) Chứng minh bốn cùng thuộc một đường tròn.




b) Kẻ  tại . Chứng minh   và  cân.





c) Gọi  là hình chiếu của   trên . Chứng minh khi [image: ] di chuyển trên cung lớn  thì tâm đường tròn ngoại tiếp  là 1 điểm cố định.














Bài 4. Tứ giác  nội tiếp đường tròn tâm  đường kính  Hai đường chéo  cắt nhau tại  Từ  kẻ vuông góc với  ( ). Đường thẳng  cắt đường tròn tại điểm thứ hai là  Giao điểm của  và  là Chứng minh : 

a) là tứ giác nội tiếp.	


b)  là tia phân giác của  . 

c) .




Bài 5. Trên nửa đường tròn đường kính , lấy điểm  sao cho 




a) Chứng minh tam giác  vuông tại  và tính số đo các góc của tam giác vuông .











b) Qua  kẻ tiếp tuyến với nửa đường tròn , nó cắt tia  tại . Qua  kẻ tiếp tuyến  với nửa đường tròn  ( là tiếp điểm). Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh rằng 







c) Kẻ vuông góc vớitại . EH cắt tại. Chứng minhsong song với
Bài 6.  Cho đường tròn (O) cố định. Từ một điểm A cố định ở bên ngoài đường tròn (O), kẻ các tiếp tuyến AM và AN với đường tròn ( M;N là các tiếp điểm). Đường thẳng đi qua A cắt đường tròn (O) tại hai điểm B và C (B nằm giữa A và C). Gọi I là trung điểm của dây BC.
a) . Chứng minh rằng: AMON là tứ giác nội tiếp.
b). Gọi K là giao điểm của MN và BC. Chứng minh rằng: AK.AI = AB.AC 

c). Xác định vị trí của cát tuyến ABC để .















Bài 7.  Cho đường tròn , đường kính  vuông góc với dây  tại điểm  ( nằm giữa  và ). Lấy điểm  bất kì trên cung nhỏ  ( khác  và ).  cắt  tại . 

a) Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.

b) Chứng minh .










c) Gọi  là giao điểm của tia  và tia ,  là giao điểm của  và . Chứng minh  là phân giác của . Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác. 











Bài 8. Cho đường tròn  đường kính . Dây cung  vuông góc với , (). Hai đường thẳng  và  cắt nhau tại . Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ  đến đường thẳng .

a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp trong một đường tròn.

b) Chứng minh rằng .


c) Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn .







Bài 9. Cho tam giác  nội tiếp trong đường tròn tâm  đường kính , đường thẳng qua  vuông góc với  cắt  tại .

a) Chứng minh rằng tứ giác  nội tiếp.







b) Tiếp tuyến tại điểm  với đường tròn  cắt đường thẳng  tại điểm , sao cho . Tính độ dài đoạn  và số đo góc .

c) Chứng minh rằng .





Bài 10.  Cho tam giác  nhọn  nội tiếp đường tròn  có hai đường cao  cắt nhau ở điểm .

a) Chứng minh: Tứ giác  là tứ giác nội tiếp.





b) Tia  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là . Chứng minh:  cân ở .









c) Hai điểm  và  lần lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng  và . Đường thẳng  cắt cạnh  tại điểm . Chứng minh:  và .












Bài 11.  Cho tam giác  nhọn có đường cao  và đường phân giác trong   ( thuộc cạnh ). Kẻ  vuông góc với tại ,  vuông góc với tại .

a) Chứng minh: Tứ giác nội tiếp

b) Chứng minh 

c) 













Bài 12.  Cho đường tròn  và điểm  nằm ngoài đường tròn. Qua  kẻ hai tiếp tuyến ,  với đường tròn ( ,  là các tiếp điểm). Đoạn thẳng  cắt đường thẳng  tại  và cắt đường tròn  tại điểm .




a) Chứng minh bốn điểm , , ,  cùng thuộc một đường tròn.







b) Kẻ đường kính  của . Đoạn thẳng  cắt đường tròn  tại điểm  khác Chứng minh .

c) Chứng minh .







Bài 13. Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn . , ,  là ba đường cao của tam giác  cắt nhau tại .

      a )    Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.



      b )    Kẻ đường kính  của đường tròn . Chứng minh  










      c )    Gọi  là giao điểm của  và .  là giao điểm của  và .  là trung điểm của . Chứng minh:   thẳng hàng và  .

















Bài 14. Cho đường tròn  và dây  cố định (AB không là đường kính). Gọi  là trung điểm của  Qua  kẻ đường kính  của đường tròn  ( thuộc cung nhỏ ). Lấy điểm  bất kỳ trên cung lớn , cắt  tại  Hai đường thẳng  và  cắt nhau tại .

a)  Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.






b) Hai đường thẳng  và  cắt nhau tại . Chứng minh  và  là tia phân giác của

c) Chứng minh rằng: 





Bài 15. Cho tam giác  có ba góc nhọn () nội tiếp đường tròn , các đường cao cắt nhau ở . 

a) Chứng minh bốn điểm cùng thuộc một đường tròn.




b) Tia  cắt tia  tại . Chứng minh : 












c) Tia  cắt  tại . Đường thẳng qua  và song song với , cắt tia  tại , cắt đoạn thẳng  tại . Chứng minh  là tia phân giác của góc  và .
Bài 16.  Cho tam giác ABC ba góc nhọn nội tiếp (O;R), hai đường cao BE, CF cắt nhau tại H.

a) Chứng minh tứ giác BFCE nội tiếp và 


b) Chứng minh : và 


c) Gọi S là diện tích tam giác ABC, chứng minh : . Cho  tính diện tích tam giác ABC
Bài 17.  Cho (O;R) đường kính AB cố định. Dây CD vuông góc với AB tại H nằm giữa A và O. Lấy điểm F thuộc cung AC nhỏ. BF cắt CD tại I; AF cắt tia DC tại K.
a) Chứng minh rằng tứ giác AHIF là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh rằng: HA.HB = HI.HK.

c) Đường tròn ngoại tiếp KIF cắt AI tại E. Chứng minh rằng khi H chuyển động trên đoạn OA thì E thuộc một đường tròn cố định .




Bài 18. Cho đường tròn  đường kính BC. Điểm A thuộc đường tròn thỏa mãn (A khác B, A khác C). Lấy điểm D trên cạnh AC sao cho  Vẽ hình vuông BADE. Tia AE cắt  tại F. 
a) Tam giác FBC là tam giác gì? Tại sao?

b) Chứng minh: .

c) Vẽ tia Bx là tiếp tuyến của  tại B, Bx cắt CF tại I. Chứng minh ba điểm D, E, I thẳng hàng.





Bài 19. Cho đường tròn  đường kính . Kẻ tiếp tuyến , lấy  trên  




(). Từ  kẻ tiếp tuyến  với .

a) Chứng minh rằng bốn điểm  cùng thuộc 1 đường tròn.






b) Chứng minh: . Đường thẳng vuông góc với  tại  cắt tia  tại . Chứng minh tứ giác  là hình bình hành.








c) Giả sử  cắt  tại  cắt  tại  cắt  tại . Chứng minh  thẳng hàng.
Bài 20.  Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB. Điểm M nằm trên nửa đường tròn (M ≠ A; B). Tiếp tuyến tại M cắt tiếp tuyến tại A và B của đường tròn (O) lần lượt tại C và D.
a) Chứng minh rằng: tứ giác ACMO nội tiếp.
b) Gọi P là giao điểm CD và AB. Chứng minh: PA.PO = PC.PM
c) Gọi E là giao điểm của AM và BD; F là giao điểm của AC và BM.  Chứng minh: Ba điểm E; F; P thẳng hàng.










Bài 21. Cho tam giác  có ba góc nhọn (), nội tiếp đường tròn . Tiếp tuyến tại điểm  của đường tròn  cắt đường thẳng  tại điểm . Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ điểm  đến đường thẳng .

a) Chứng minh tứ giác  là tứ giác nội tiếp.






b) Gọi  và  lần lượt là chân các đường vuông góc kẻ từ điểm  đến các đường thẳng  và . Chứng minh .








c) Vẽ đường cao  của tam giác . Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng . Đường thẳng  cắt đường thẳng  tại điểm . Chứng minh 











Bài 22.  Cho hình vuông  có độ dài cạnh bằng . Vẽ đường tròn tâm  đường kính  kẻ  là tiếp tuyến của đường tròn tâm  ( là tiếp điểm,),  cắt  tại .


a) Chứng minh  điểm  cùng thuộc một đường tròn.


b) Chứng minh  và .




c) Đường thẳng  cắt  tại. Chứng minh  là trung điểm của đoạn thẳng [image: ] và tính chu vi của tứ giác [image: ].
Bài 23. Cho tam giác [image: ] có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn [image: ],  kẻ đường cao [image: ] của [image: ]. Gọi [image: ] và [image: ] lần lượt là chân các đường vuông góc kẻ từ [image: ] đến [image: ] và [image: ]. 
a) Chứng minh tứ giác [image: ] là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh: [image: ].
c) Kẻ đường cao [image: ] của tam giác [image: ] và [image: ] là trung điểm của [image: ]. Chứng minh ba điểm [image: ] thẳng hàng. 
Bài 24. Cho tam giác [image: ] nhọn nội tiếp đường tròn [image: ], các đường cao [image: ] cắt nhau tại [image: ]. Kẻ đường kính [image: ]của đường tròn [image: ]cắt cạnh [image: ] tại [image: ].
a) Chứng minh bốn điểm [image: ]cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh [image: ].
c) Gọi [image: ] là giao điểm của [image: ] và [image: ]. Chứng minh  đồng dạng với  và[image: ] //[image: ].
Bài 25. Cho đường tròn (O) và điểm M ở ngoài đường tròn. Qua M kẻ các tiếp tuyến MA, MB và cát tuyến MPQ (MP < MQ). Gọi I là trung điểm của dây PQ.
a. Chứng minh bốn điểm B, O, I, M cùng thuộc một đường tròn.
b. Gọi E là giao điểm thứ 2 của đường thẳng BI và đường tròn (O). Chứng minh: [image: ] và [image: ].
c.  Gọi K là trung điểm của EA. Chứng minh ba điểm O; I; K thẳng hàng.
Bài 26.  Cho đường tròn tâm [image: ], đường kính [image: ]. Trên đường tròn [image: ]lấy điểm [image: ] bất kì ([image: ] không trùng với [image: ] và [image: ]). Tiếp tuyến của đường tròn [image: ]tại [image: ] cắt tia [image: ] ở điểm [image: ] Gọi [image: ] là hình chiếu của [image: ] trên đường thẳng [image: ] Tia [image: ] cắt đường tròn [image: ]tại điểm [image: ] (không trùng với [image: ]). 
a) Chứng minh tứ giác [image: ]nội tiếp được một đường tròn. 
b) Chứng minh [image: ] là tam giác vuông.
c) Tính giá trị của biểu thức [image: ].	
Bài 27. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn [image: ], kẻ các tiếp tuyến [image: ] với [image: ] ([image: ] là các tiếp điểm). Kẻ đường kính [image: ] của [image: ]. Đoạn thẳng [image: ] cắt [image: ] tại [image: ] và cắt đường tròn [image: ] tại điểm thứ hai [image: ]. Gọi [image: ] lần lượt là các giao điểm của [image: ] với [image: ]
a) Chứng minh bốn điểm [image: ] cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh [image: ] song song với [image: ] và [image: ]. 
c) Gọi [image: ] là giao điểm của [image: ]. Chứng minh ba điểm [image: ] thẳng hàng.
Bài 28. Cho nửa [image: ]đường kính [image: ],[image: ] là điểm bất kì nằm trên nửa đường tròn  sao cho[image: ]  khác [image: ]  và [image: ]. Điểm [image: ] thuộc cung nhỏ [image: ]  sao cho: [image: ]. Gọi [image: ] là giao điểm của [image: ] và [image: ],  [image: ] là giao điểm của [image: ] và [image: ], I là trung điểm của [image: ].
a) Chứng minh: [image: ] là tứ giác nội tiếp
b) Chứng minh: [image: ] 
c) Chứng minh [image: ] là tiếp tuyến của [image: ] 
d) Hỏi khi [image: ] thay đổi thỏa mãn điều kiện bài toán, [image: ] thuộc đường tròn cố định nào?
Bài 29. Cho đường tròn [image: ] và dây [image: ] cố định ([image: ]). Kẻ đường kính [image: ] vuông góc với dây [image: ] tại [image: ] (điểm [image: ] thuộc cung nhỏ [image: ]). Lấy điểm [image: ] thuộc dây [image: ] ([image: ] khác [image: ], [image: ], [image: ]). Đường thẳng [image: ] cắt [image: ] tại điểm [image: ] ([image: ] khác [image: ]).
a. Chứng minh [image: ] là tứ giác nội tiếp.
b. Chứng minh [image: ].
c. Gọi [image: ] là giao điểm của hai đường thẳng [image: ] và [image: ]; [image: ] là giao điểm của hai đường thẳng [image: ] và [image: ]. Chứng minh điểm [image: ] cách đều ba cạnh của [image: ].
Bài 30. Cho nửa đường tròn tâm [image: ], bán kính [image: ]và tia tiếp tuyến [image: ] cùng phía với nửa đường tròn đối với [image: ] Từ điểm [image: ] trên [image: ] kẻ tiếp tuyến thứ hai [image: ]với nửa đường tròn ( [image: ] là tiếp điểm). [image: ] cắt [image: ] tại E ; [image: ] cắt nửa đường tròn (O) tại [image: ] ([image: ]).
a) Chứng minh rằng bốn điểm [image: ] cùng thuộc một đường tròn.
b) Tính diện tích hình quạt [image: ] theo [image: ], trong trường hợp [image: ] và chứng minh
[image: ].
c) Gọi [image: ] là hình chiếu của [image: ]trên [image: ]Chứng minh rằng [image: ] đi qua trung điểm của [image: ].
Bài 31. Từ điểm [image: ] nằm ngoài đường tròn [image: ] kẻ các tiếp tuyến [image: ] và [image: ] với đường tròn [image: ], ([image: ] và [image: ] là các tiếp điểm). Kẻ đường kính [image: ]. Tiếp tuyến tại [image: ] với đường tròn [image: ] cắt [image: ] tại [image: ].
a) Chứng minh: [image: ] song song với [image: ].
b) Chứng minh: [image: ].
c) Gọi [image: ] là trung điểm của [image: ]. Tia [image: ] cắt [image: ] tại [image: ]. Chứng minh tứ giác [image: ] là hình bình hành.
Bài 32. Cho nửa đường tròn [image: ], đường kính [image: ]. Từ điểm [image: ] bất kì trên tiếp tuyến [image: ] của nửa đường tròn [image: ] vẽ tiếp tuyến thứ hai [image: ] ([image: ] là tiếp điểm). Gọi [image: ]là giao điểm của [image: ] và [image: ].
a). Chứng minh bốn điểm [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] cùng thuộc một đường tròn.
b). Chứng minh [image: ] và [image: ].
c). Gọi [image: ] là chân đường vuông góc kẻ từ [image: ] đến [image: ], [image: ] cắt đường tròn [image: ] tại [image: ] và cắt [image: ] tại [image: ]. Chứng minh [image: ] là trung điểm của [image: ].
Bài 33. Cho tứ giác ABCD có AB nhỏ hơn AD; BC nhỏ hơn CD nội tiếp đường tròn đường kính BD, AB cắt DC tại E; CB cắt DA tại F, DB cắt EF tại G.
a. Chứng minh rằng [image: ] tại G 
b. Chứng minh bốn điểm F, G, B, A cùng thuộc một đường tròn.
c. Chứng minh rằng [image: ]
  d. Chứng minh rằng B là tâm đường tròn nội tiếp [image: ]
Bài 34. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn tâm O. Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC cắt nhau tại H.
a) Chứng minh bốn điểm A, B, D, E cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh [image: ].
c) Đường thẳng AO cắt đường tròn tâm O tại điểm K khác điểm A. Gọi I là giao điểm của hai đường thẳng HK và BC. Chứng minh I là trung điểm của đoạn thẳng BC.
d) Tính [image: ].
Bài 35.  Cho tam giác [image: ] có ba góc đều nhọn. Các đường cao [image: ], [image: ] và [image: ] cắt nhau tại [image: ]. Gọi [image: ] là trung điểm của đoạn [image: ], [image: ] là trung điểm của đoạn [image: ].
a) Chứng minh bốn điểm [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] nằm trên cùng một đường tròn.
b) Chứng minh [image: ] là tiếp tuyến của đường tròn đường kính [image: ].
c) Chứng minh [image: ].
Bài 36. Cho đường tròn [image: ] và dây cung [image: ]. Trên tia đối của tia [image: ]lấy điểm C . Từ điểm chính giữa [image: ] của cung lớn [image: ] kẻ đường kính [image: ] của đường tròn (O) cắt dây [image: ] tại [image: ]. Tia [image: ] cắt đường tròn [image: ] tại điểm [image: ]( điểm [image: ] khác điểm [image: ]). Các dây [image: ] và [image: ] cắt nhau tại [image: ] 
a) Chứng minh tứ giác [image: ] nội tiếp
b) Chứng minh rằng [image: ] và [image: ] là phân giác góc ngoài tại đỉnh [image: ] của tam giác [image: ] .
c) Giả sử ba điểm[image: ] cố định. Chứng minh khi đường tròn [image: ] thay đổi nhưng vẫn đi qua hai điểm[image: ] và [image: ] thì đường thẳng [image: ] luôn đi qua một điểm cố định. 
Bài 37. Cho đường tròn [image: ], từ điểm [image: ]ở ngoài đường tròn vẽ hai tiếp tuyến [image: ]và[image: ]([image: ]là các tiếp điểm), [image: ]cắt[image: ]tại E.
a) Chứng minh tứ giác [image: ] nội tiếp. 
b) Chứng minh [image: ] vuông góc với [image: ] và [image: ].
c) Gọi [image: ]thuộc đoạn thẳng [image: ], đường thẳng qua[image: ]và vuông góc [image: ]cắt các tia [image: ]theo thứ tự tại [image: ]và [image: ]. Chứng minh [image: ] là trung điểm của[image: ].
Bài 38. Cho đường tròn [image: ], từ điểm [image: ]ở ngoài đường tròn vẽ hai tiếp tuyến [image: ]và[image: ]([image: ]là các tiếp điểm), [image: ]cắt[image: ]tại E.
a) Chứng minh tứ giác [image: ] nội tiếp. 
b) Chứng minh [image: ] vuông góc với [image: ] và [image: ].
c) Gọi [image: ]thuộc đoạn thẳng [image: ], đường thẳng qua[image: ]và vuông góc [image: ]cắt các tia [image: ]theo thứ tự tại [image: ]và [image: ]. Chứng minh [image: ] là trung điểm của[image: ].
Bài 39. Cho tam giác [image: ] có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn tâm [image: ] bán kính [image: ] và [image: ] là đường cao của tam giác [image: ]. Gọi [image: ]lần lượt là chân đường vuông góc kẻ từ [image: ] đến [image: ] và [image: ].
a) Chứng minh bốn điểm [image: ] cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh  [image: ] và [image: ] vuông góc với [image: ].
c) Cho biết[image: ]. Chứng minh [image: ] thẳng hàng.
Bài 40. Cho đường tròn [image: ] và dây [image: ] cố định không đi qua tâm. Gọi [image: ] là một điểm bất kì trên cung lớn [image: ] sao cho tam giác [image: ] nhọn [image: ]. Kẻ các đường cao [image: ] của tam giác [image: ].
a) Chứng minh: Bốn điểm [image: ] cùng nằm trên một đường tròn.
b) Kẻ đường kính [image: ] của đường tròn tâm [image: ]. Gọi F là hình chiếu của điểm [image: ] trên [image: ]. Chứng minh rằng: [image: ]và [image: ]
c) Gọi [image: ] là trung điểm của [image: ]. Chứng minh: ba điểm [image: ] thẳng hàng. 











Bài 41. Cho đường tròn có hai đường kính và  vuông góc tại . Gọi I  là trung điểm của . Tia   cắt đường tròn  tại . Gọi   là giao điểm của  và .




a) Chứng minh bốn điểm , , ,  cùng thuộc một đường tròn.


b) Chứng minh:  và.







c) Gọi  là hình chiếu của  trên ,  là giao điểm của  và . Chứng minh: thẳng hàng.
















Bài 42. Cho  đường kính . Kẻ đường kính  vuông góc với . Lấy  thuộc cung nhỏ ,  cắt  tại . Qua  kẻ tiếp tuyến với cắt đường thẳng  tại . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên 

 a) Chứng minh các điểm  cùng thuộc một đường tròn.

b ) Chứng minh .




c) Chứng minh và tìm vị trí điểm  trên cung nhỏ  để diện tích tam giác đạt giá trị lớn nhất.




Bài 43. Cho  có ba góc nhọn . Ba đường cao  cắt nhau tại 



a) Chúng minh tứ giác  nội tiếp. Xác định tâm của đường tròn ngoại tiểp tứ giác .




b) Gọi  là trung điểm của . Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn 









c) Vẽ  cẳt đường tròn tại  (  khác  ),  cắt tại . Chứng minh ba điểm thẳng hàng.









Bài 44. Cho tam giác  nhọn  nội tiếp đường tròn  Hai đường cao  và  của tam giác  cắt nhau tại điểm  Gọi  là trung điểm  


a) Chứng minh  đồng dạng 


b) Chứng minh đường thẳng  vuông góc với đường thẳng 










c) Đường phân giác góc  cắt  và  lần lượt tại  và Gọi là trung điểm của là trung điểm của Chứng minh tứ giác nội tiếp và ba điểmthẳng hàng.






Bài 45. Cho  có  góc nhọn và đường cao . Gọi  lần lượt là chân đường vuông góc kẻ từ điểm  đến 

a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp;

b) Chứng minh:






c) Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ điểm  đến đường thẳng ,  là trung điểm của đoạn thẳng. Chứng minh rằng  thẳng hàng.











Bài 46. Cho tam giác  nhọn  có đường cao  và đường phân giác trong  (,  thuộc cạnh ). Kẻ  tại ,  tại .




a) Chứng minh bốn điểm ,, ,  cùng nằm trên một đường tròn.  (dấu cách của dấu phảy, dấu chấm viết không đúng)

b) Chứng minh: .









c) Qua  kẻ đường thẳng vuông góc với  cắt  tại ,  cắt  tại . Chứng minh  là trung điểm của .















Bài 47. Cho  đường kính. Bán kính  vuông góc với , là điểm bất kì trên cung nhỏ (  khác  và ),  cắt tại. Gọi  là hình chiếu  của  trên.

a) Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.


b) Chứng minh  là phân giác .




c) Kẻ  là tiếp tuyến của nửa đường tròn tại. Lấy  sao cho . 


 Chứng minh  đi qua trung điểm của đoạn thẳng.






Bài 48. Từ điểm  nằm ngoài vẽ hai tiếp tuyến  với đường tròn ( là các tiếp điểm). Kẻ đường kính  của .

a) Chứng minh .





b)  cắt  tại  ( theo thứ tự). Chứng minh rằng .





c) Vẽ  tại . Gọi là trung điểm của . Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.




Bài 49.  Cho tam giác  nhọn với. Các đường cao  cắt nhau tại .

a/  Chứng minh tứ giác  nội tiếp





b/ Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh  phân giác của 






c/ Đường thẳng qua  và song song với  cắt  lần lượt tại . Chứng minh  là trung điểm 



















Bài 50. Cho tam giác  nhọn. Đường tròn  đường kính  cắt ,  lần lượt tại  và ;  cắt  tại ,  cắt  tại . Từ  kẻ tiếp tuyến ,  của đường tròn  (,  là tiếp điểm). 

a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp.


b) Chứng minh , từ đó suy ra 



c) Chứng minh ba điểm , ,  thẳng hàng.


 



















HƯỚNG DẪN GIẢI
Bài 1. [image: ]                                   
a) Vẽ đúng hình đến ý 1) 


⇒   


 ⇒  

⇒ Tứ giác  là tứ giác nội tiếp


⇒  đồng dạng 


b) Chứng minh đường thẳng  vuông góc với đường thẳng 

Tứ giác BCEF nội tiếp ⇒  


 cân tại O ⇒  




⇒  ⇒ 


c) Chứng minh tứ giác  nội tiếp và  thẳng hàng.




 Chứng minh  cân tại vì ⇒ 


 ⇒ Tứ giác  là tứ giác nội tiếp.



Có  suy ra trung trực 




Có    trung trực  ⇒  thẳng hàng. 
Bài 2. 
[image: ]

a) . Chứng minh: Tứ giác  nội tiếp.








Ta có  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)  (kề bù với );  (GT)  cùng thuộc đường tròn đường kính  tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .

b) . Chứng minh: .


Xét  và  có:

 chung;



 (cùng bù với  do tứ giác  nội tiếp)

.









c) . Gọi  là giao điểm của đường thẳng  và . Kẻ  cắt  tại , cắt đường tròn  tại  . Chứng minh  thẳng hàng.



Tứ giác  nội tiếp nên  (hai góc nội tiếp cùng chắn ) (1);











Tam giác  có hai đường cao  cắt nhau tại  là trực tâm của  hay , mà  (GT) tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính   (hai góc nội tiếp cùng chắn ) (2);








Mà , lại có  tại  (quan hệ vuông góc đường kính và dây)   (3);

Từ (1), (2), (3) ta có  

 thẳng hàng.
Bài 3. 
[image: ]

a) Chứng minh bốn cùng thuộc một đường tròn.





[image: ] cân tại ,  là trung điểm của  nên vừa là đường trung tuyến vừa là đường cao. Suy ra 
Theo bài ra, [image: ] là hình chiếu của [image: ] trên [image: ] nên [image: ] [image: ].


Gọi  là trung điểm của 

Dễ dàng chứng minh 

Do đó [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] cùng thuộc một đường tròn .

b) *Chứng minh  


Xét  và  có

	+) 

	+)   (Hai góc nội tiếp cùng chắn cung [image: ])

Nên 

Do đó ta có:  (cặp cạnh tương ứng tỉ lệ)

Hay  (đpcm).

*Chứng minh   cân.

Theo bài ra   


Gọi  là trung điểm của 

Dễ dàng chứng minh 


Suy ra bốn điểm cùng thuộc đường tròn 


Suy ra   (Hai góc nội tiếp cùng chắn cung ) [image: ] 



Xét  ta có:  (Hai góc nội tiếp cùng chắn cung  ) [image: ]
Từ (1)  và (2)  suy ra [image: ] mà hai góc này ở vị trí đồng vị   (3)
Suy ra [image: ] 



Xét đường tròn có: (Hai góc nội tiếp cùng chắn ).  (4)



Xét đường tròn có: (Góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn ). (5)

Từ (3); (4) và (5) suy ra: .



có  (góc ngoài của tam giác) mà  



Nên . Do đó,  cân tại .



c) Chứng minh khi  di chuyển trên cung lớn  thì tâm đường tròn ngoại tiếp  là 1 điểm cố định.


Gọi  là trung điểm của 

Dễ dàng chứng minh được 


Suy ra bốn điểm  cùng thuộc đường tròn 


Nên   (Hai góc nội tiếp cùng chắn ).




Xét đường tròn có:   (Hai góc nội tiếp cùng chắn).



Mà (cân tại .



Do đó  cân tại  



Mà  (Tam giác cân tại ).

Suy ra:.


Suy ra  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . 



Mà  là trung điểm của nên  là điểm cố định. 



Vậy khi  di chuyển trên cung lớn thì tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác là một điểm cố định.
Bài 4. 
[image: ]
a) 
 là tứ giác nội tiếp.

Ta có  ( góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)


Nên  vuông tại  


Gọi  là trung điểm của 


Ta có  là đường trung tuyến hạ xuống cạnh huyền 

Nên   (1)


Tương tự trong tam giác  vuông tại , ta có 

  (2)

Từ (1) và (2) suy ra  



Hay  tứ giác  là tứ giác nội tiếp đường tròn tâm  đường kính 


	 b)   là tia phân giác của  



    	 Ta có  nội tiếp=>  ( hai góc nội tiếp cùng chắn )

       		 Chứng minh tương tự câu a) ta có  là tứ giác nội tiếp 


      		  =>  ( hai góc nội tiếp cùng chắn cung )

      		 Mà  ( đối đỉnh)

            	        ( đối đỉnh)

         		 Do đó 


                             Hay   là tia phân giác 

 c)  .


        Ta có    ( hai góc nội tiếp cùng chắn )


                        ( hai góc nội tiếp cùng chắn )


   Mà    ( hai góc nội tiếp cùng chắn )



   Suy ra   hay  là tia phân giác của 




                  Trong có  là phân giác trong tại đỉnh   




                 Mà   là phân giác ngoài tại đỉnh 

                 Suy ra 







Bài 5.
[image: ]
a) Ta có OA = R, BC = 2R

 

vuông tại A 

Ta có  

 
b) 


Vì DB, DE là 2 tiếp tuyến cắt nhau  và  là phân giác 


 mà 2 góc này ở vị trị kề bù

=>

OD là đường trung trực BE 

 vuông tại B, BI là đường cao




 mà (cùng cộng 1 góc )

 (1)

 vuông tại B, BA là đường cao. CMTT ta có

 (2)

Từ (1), (2)  

c) Kéo dài CE cắt BD tại F. Vì  (tính chất kề bù)
mà DB = DE (chứng minh trên)


suy ra ED là đường trung tuyến  vuông tại E 



Vì  (cùng   


Vì GE // DF (cùng  

Từ (3) và (4)  
Mà IB = IC (OD trung trực BE)
Do đó IG là đường trung bình tam giác EHB

 
Bài 6. 
[image: ]
a) Tứ giác AMON nội tiếp
Vì AM là tiếp tuyến nên AM  MO 
Do đó  vuông tại M nên nội tiếp trong đường tròn đường kính AO
Chứng minh tương tự ta được  nội tiếp trong đường tròn đường kính AO
Do đó 4 điểm A, O, M, N cùng nằm trên đường tròn đường kính AO
Vậy tứ giác AMON nội tiếp
b) Chứng minh I thuộc đường tròn đường kính AO

Chứng minh  

Chứng minh 
Từ (1) và (2) suy ra AK.AI = AB.AC 

c) Chứng minh 

  Chứng minh   (vì NA=MA)

Do đó 

Vậy IM=2.IN khi cát tuyến ABC cắt MN tại K với 
Bài 7. 
[image: ]

a) Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.



Xét  có:  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) hay 




đường kính  vuông góc với dây  tại điểm 





Xét  vuông tại  có cạnh huyền  suy ra  thuộc đường tròn đường kính  (1)


Xét  vuông tại  có cạnh huyền  suy ra  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Hay bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh .
Xét  và , ta có:  là góc chung và  
  (đpcm)
c) Gọi  là giao điểm của tia  và tia ,  là giao điểm của  và . Chứng minh là phân giác của . Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác. 
* Chứng minh là phân giác của . 
Xét  có: ; ; 
 là trọng tâm của  hay 
Đường kính  vuông góc với dây  tại điểm 
Chứng minh được bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  suy ra  là tứ giác nội tiếp
 (hai góc nt cùng chắn )
Ta có:  là tứ giác nội tiếp (cmt)  (hai góc nt cùng chắn )
Lại có:  (hai góc nt cùng chắn cung ) 
 hay  là phân giác của  (đpcm)
*Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác. 
Ta có: 
Xét , ta có:

 là tam giác cân tại 
 hay  		
Xét  và , ta có:
 (hai góc đối đỉnh)

 (g-g)
 (hai góc tương ứng) hay  	
Từ  và  suy ra: 	
Ta có:  (hai góc nội tiếp cùng chắn ) hay 	
Xét  và , ta có:
 (hai góc đối đỉnh)

 (g-g)
 (hai góc tương ứng) 	
Từ  và  suy ra: 	
Từ  và  ta có: 
Lại có:  nội tiếp  (tc góc nội tiếp)

 là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác (đpcm). 
Bài 8. 
[image: ]
a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp trong một đường tròn.
+) Có:  (vì )  
vuông tại 3 điểm nằm trên đường tròn đường kính 
+)Xét  có:
 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
 (kề bù với )
vuông tại 3 điểm nằm trên đường tròn đường kính 
Suy ra tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .
b) Chứng minh rằng: .
Xét  và  có:
+)  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) ;
+) Xét  cân tại O, có OA là đường cao => OA là đường phân giác của góc MON.
			  (Góc nội tiếp bằng ½ góc ở tâm)
Suy ra 
.
c) Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn .
[image: ]
+) Ta có  giao với đường tròn  tại , ta phải chứng minh . Thật vậy:
Tứ giác  nội tiếp  (hai góc nội tiếp cùng chắn );
 (hai góc đối đỉnh);
+) Theo phần b)  cân tại O, có OA là đường cao => OA là đường trung trực của MN => AB là trung trực của MN => MB = NM =>  => 
+)  ( cân tại );
 ;
Mà  (kề bù với , góc nội tiếp chắn nửa đường tròn);
 tại 
 là tiếp tuyến của .
Bài 9. 
[image: ]a) Chứng minh rằng tứ giác  nội tiếp.
Xét đường tròn  có  là đường kính (gt)
Suy ra  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
Gọi  là trung điểm của .
Xét  vuông tại  có  là đường trung tuyến
Suy ra .(1)
Xét  vuông tại  có  là đường trung tuyến
Suy ra .(2)
Từ (1), (2) suy ra 
Do đó tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .
b) Tiếp tuyến tại điểm  với đường tròn  cắt đường thẳng  tại điểm , sao cho . Tính độ dài đoạn  và số đo góc .
Ta có:  suy ra .
Ta có:  vuông tại  ( là tiếp tuyến)
Suy ra  (định lý Pythagore)
Do đó  hay  hay .
Ta có: 
Suy ra  hay .
c) Chứng minh rằng .
Kẻ .
Xét  cân tại   có  là đường cao
Suy ra  đồng thời là đường phân giác
Do đó .
Ta lại có:  ( là tiếp tuyến)
mà  ( vuông tại )
Suy ra 
Mặt khác,  (góc nội tiếp bằng nửa góc ở tâm cùng chắn một cung)
Suy ra  hay .
Xét  và  có:
 là góc chung
 (cmt)
Suy ra 
Do đó 
Suy ra  và 
Từ đó .
Bài 10. 
a) Chứng minh: Tứ giác  là tứ giác nội tiếp.
[image: ]
Chứng minh: 
Chứng minh: 
Suy ra: Tứ giác  là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh:  cân ở .
[image: ]
Chứng minh:  (do  là tứ giác nội tiếp).
Chứng minh:  (góc nội tiếp  chắn cung )
Suy ra:  nên  là phân giác góc 
Mà  là đường cao của  nên  cân ở 
c) Chứng minh:  và .
[image: ]
Chứng minh: 
Suy ra:  và  đồng dạng (g – g) nên 
Suy ra: 
 và  đồng dạng (c–g–c) 
Suy ra:  là tứ giác nội tiếp (1)
Do  nên chứng minh được 
Suy ra:  là tứ giác nội tiếp (2)
Từ (1) và (2) suy ra  là tứ giác nội tiếp
Suy ra:  nên 
Bài 11.                                                                     
                                 [image: A triangle with lines and letters  Description automatically generated]	                            
2. a. vuông tại 
Gọi là trung điểm của 
Suy ra là trung tuyến 
Nên
Xét  vuông tại 
Có là trung điểm của 
Nênlà trung tuyến
Do đó
Suy ra nên tứ giác nội tiếp
b. Xét  và  có
 chung
 ( tại ;  tại)
Suy ra  (g – g)
Nên  (tỉ số đồng dạng)
Do đó  (tính chất tỉ lệ thức)
Xét  và  có
 chung
	 (c/mt)
Suy ra  (c – g – c)
Nên  (hai góc tương ứng)
Chứng minh tương tự (g – g) 
suy ra  nên 
Suy ra (c – g – c)
Nên  (2 góc tương ứng)
Mà  (c/mt) và  (vì  là tia phân giác )
Suy ra  (đpcm)
                                            [image: A triangle with lines and letters  Description automatically generated]

c. 
Từkẻ vuông góc tại
Xétvuông tạicó     
 (tỉ số lượng giác)
Mà (Vì là tia phân giác)
Nên. Do đó  
Mà(quan hệ đường vuông góc và đường xiên) nên 
Suy ra              
Xétcó là tia phân giác nên
Suy ra  (Tính chất tia phân giác) 
Nên  (Tính chất tỉ lệ thức)   
Từ vàcó   (đpcm)
Bài 12. 
[image: ]




a) Vì  là tiếp tuyến của  tại nên 




 thuộc đường tròn đường kính  




Vì  là tiếp tuyến của  tại nên 




 thuộc đường tròn đường kính  







Từ  và  suy ra bốn điểm  ;  ;  ;  cùng thuộc đường tròn đường kính .






b) Vì  ;  là tiếp tuyến của  tại ,  nên 

Mà 


Nên  là đường trung trực của .


 tại  




Xét  và  có :



 chung

 ( g-g )

 ( tính chất tam giác đồng dạng)


 



Vì  là đường kính của  nên 


Xét  và  có :



 chung

 ( g-g )

 ( tính chất tam giác đồng dạng)


 



Từ  và  suy ra .


c) Xét  và  có :



 chung

 ( g-g )

 ( tính chất tam giác đồng dạng)

 


( do )





 (đpcm).




Bài 13. 
                                        [image: ]     
a) 
Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.






( Vì  là đường cao )  thuộc đường tròn đường kính 






     ( Vì  là đường cao ) thuộc đường tròn đường kính 



 4 điểm cùng thuộc đường tròn đường kính 
b) 
Chứng minh  

Ta có (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)



 ( Vì  là đường cao )






 ( góc nội tiếp cùng chắn cung  của )




c) 

Chứng minh:   thẳng hàng và .
                                                                                 



[image: ]Chứng minh : , 


 Tứ giác là hình bình hành.



 Hai đường chéo  và  cắt nhau tại trung điểm mỗi đường.




=>  là trung điểm của    thẳng hàng




Chứng minh 



Chứng minh  



Chứng minh 



 PI // HM (Định lý Thalès đảo). 

Vậy  



Bài 14. 
[image: ]

a) Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn

Lập luận 

Lập luận 

Suy ra 
Suy ra M; N cùng thuộc đường tròn đường kính CE hay 4 điểm M: N; C; E cùng thuộc một đường tròn đường kính CE.



b) Chứng minh  và  là tia phân giác của góc 

Có ( vì tổng các góc đối nhau của tứ giác nội tiếp CIMD bằng 1800)


Xét  và  có:

 (cmt)




Chứng minh:  là tia phân giác của .




Xét  có:  và  tại 


 là trực tâm 







 tại  ( cắt  tại  ) hay  tại .





 thuộc đường tròn tâm , đường kính 

Xét  tứ giác  có: 


Mà hai góc đối nhau trong tứ giác

Nên tứ giác  nội tiếp đường tròn


 (hai góc nội tiếp cùng chắn  )

Chứng minh được tứ giác  nội tiếp


 (hai góc nội tiếp cùng chắn  )



Mà  (góc nội tiếp cùng chắn  của đường tròn )

Hay 






 là tia phân giác của  là tia phân giác của 

c) Chứng minh rằng: 

Chứng minh được 



Mà ( Vì )
nên  (1)


Tương tự,  và 

Do đó,     (2)

Chứng minh được   (3)

Từ (1); (2); (3) suy ra 
Bài 15. 
a)
[image: ]
Vẽ hình đúng đến ý 1 

Chứng minh được 
suy ra B, E, C thuộc đường tròn đường kính BC
Chứng minh được 
Suy ra B, F, C thuộc đường tròn đường kính BC 

Vậy bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính BC

b) Chứng minh 

Xét đường tròn đường kính BC  ta có  ( hai góc nội tiếp cùng chắn cung FB)


Từ đó suy ra  đồng dạng  ( g – g) 

Từ đó suy ra 
c) Chứng minh FC là tia phân giác của góc EFD.
[image: ]
Chứng minh được H là trực tâm 

Từ đó suy ra bốn điểm cùng thuộc đường tròn đường kính BH 

Suy ra   ( hai góc nội tiếp cùng chắn cung HD) 
Xét đường tròn đường kính BC ( Hai góc nội tiếp cùng chắn cung EC) 
Suy ra khi đó là tia phân giác 
Chứng minh BP=BQ.
Chứng minh được FB là phân giác trong tại đỉnh F của tam giác FMD
Mà FC là phân giác  ngoài tại đỉnh F  tam giác FMD
         

  Suy ra 







Bài 16. 

[image: ]
1. Chứng minh tứ giác BFCE nội tiếp 
Xét tam giác BEC ta có :

 ( BE là đường cao trong tam giác ABC)
Nên tam giác BEC vuông tại E. Do đó B,E,C cùng thuộc đường tròn đường kính BC (1)
Xét tam giác CFB ta có :

 ( CF là đường cao trong tam giác ABC)
Nên tam giác CFB vuông tại F. Do đó C,F,B cùng thuộc đường tròn đường kính BC (2)
Từ (1) và (2) suy ra B,F,E,C cùng thuộc đường tròn đường kính BC.
Hay tứ giác BFEC nội tiếp.

Chứng minh : 

Kẻ tiếp tuyến tại A của (O), suy ra 

Kẻ tia AO cắt (O) tại D, khi đó AD là đường kính, suy ra  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

Ta có : 




Mà  (hai góc nội tiếp cùng chắn cung  trong (O))

Do đó :  (3)

Ta lại có : ( tứ giác BFEC nội tiếp)

Và  (hai góc kề bù)

Nên (4)

Từ (3),(4) suy ra 

Mà  ở vị trí so le trong nên Ap //EF

Kết hợp  ( vì Ap là tiếp tuyến).

Vậy 
1. 
Chứng minh : 
Xét tam giác AEB vuông tại E, ta có :


 suy ra 


 suy ra 

Nên 

Mà (Định lý Pythagore trong tam giác ABE vuông tại E)

Do đó : 



Hay  (góc cũng là )

Chứng minh : 
Áp dụng định lý Pythagore trong tam giác BEC vuông tại E ta có : 



Mà 

Nên 
Ta lại có : 

(cmt)


(cmt) suy ra AE = 

Vậy : 
1. 

Gọi S là diện tích tam giác ABC, chứng minh : . Cho  tính diện tích tam giác ABC

Ta có : 

Mà  ( hệ thức giữa cạnh và góc trong tam giác ABE vuông tại E)

Vậy : 


Ta có :  (cmt)


 suy ra 


Mà (cmt)  suy ra 

Vậy 
Bài 17. 
[image: ]A
a) Chứng minh tứ giác AHIF nội tiếp.

Ta có:  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính AB).



            tại H (giả thiết) và  .

Xét tam giác AFI có nên đường tròn đường kính AI ngoại tiếp tam giác AFI hay 3 điểm A,F,I cùng thuộc 1 đường tròn đường kính AI (1)

 Xét tam giác AHI có nên đường tròn đường kính AI ngoại tiếp tam giác AHI hay 3 điểm A, H, I cùng thuộc 1 đường tròn đường kính AI(2)
Từ (1) và (2) suy ra 4 điểm A, F, I, H cùng thuộc đường tròn đường kính AI
Hay tứ giác AHIF nội tiếp . 
b) Chứng minh rằng: HA.HB = HI.HK.

Tứ giác AHIF nội tiếp (cmt)  (Định lý)

Mà  (hai góc kề bù).


 hay .


Xét  và  có 

 (cùng bằng 90o)

 (cmt)


c) Chứng minh E luôn thuộc đường tròn cố định:  
Ta có: [image: ] (góc nội tiếp chắn nửa (O)) [image: ] tại F
            [image: ] tại H (vì [image: ] tại H)
             KH cắt BF tại I.
[image: ] I là trực tâm của [image: ] [image: ]  (1)
[image: ] vuông tại F, nên đường tròn ngoại tiếp [image: ] có đường kính là KI.
[image: ] [image: ] (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính KI).
[image: ]  (2)
Từ (1) và (2) [image: ] K, E, B thẳng hàng, khi đó [image: ] tại E 
[image: ] hoặc [image: ]
[image: ] E luôn thuộc đường tròn [image: ]  (đpcm)
Bài 18. 
[image: ]


a) Ta thấy AF chính là phân giác của  nên 

Mặt khác . Vậy tam giác BFC vuông cân tại F.

b) Vì tam giác BFC cân tại F nên



Ta có AF là đường trung trực của BD nên  mà  nên . 

do đó (đpcm).

c) Tam giác BCI vuông tại B có  nên tam giác BCI cân tại B, có BF là đường cao nên F là trung điểm CI.

Nối I với D, tam giác IDC có DF là trung tuyến và bằng nửa cạnh IC nên tam giác DIC vuông tại D. Mặt khác  nên I, E, D thẳng hàng.




Bài 19.
[image: ]


a)  cùng nằm trên đường tròn đường kính 

b) Ta có: 



c) , ta lại có  nên  là hình bình hành



d) Ta có: , mà là trực tâm  (1)



Chứng minh được  là hình chữ nhật  là trung điểm 


Lại có:  cân tại  (2)

Từ (1)(2) thẳng hàng.
Bài 20. 
[image: ]
a) Gọi H là trung điểm của đoạn thẳng CO. Xét tam giác CMO vuông tại M và tam giác CAO vuông tại A, ta có: HC = HO =HM và HC = HO =HA
Do đó HC =HO =HA =HM. Vậy bốn điểm O, A, C, M cùng thuộc một đường tròn
Hay tứ giác OACM nội tiếp.
b) 

Xét tam giác PAC và tam giác PMO, có: chung và 


Nên  và đồng dạng

Nên   Suy ra PA.PO=PC.PM
c) Chứng minh được CA = CM = CF; DB = DM = DE
Gọi G là giao điểm của PF và BD, cần chứng minh G trùng E.

Dựa vào AC//BD chứng minh được  
Suy ra DE = DG mà G và E đều thuộc tia đối của tia DB
Do đó G trùng với E.
 Vậy ba điểm E; F; P thẳng hàng.
Bài 21. 
[image: ]

a) Chứng minh tứ giác  là tứ giác nội tiếp.




Gọi  là trung điểm của , suy ra  



Xét  vuông tại  có M là trung điểm của 


 là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền 



.




Xét  vuông tại  có  là trung điểm 


 là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền 





Từ (1), (2) và  ta có: 


Suy ra bốn điểm S, A, O, I cùng thuộc một đường tròn hay tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .






b) Gọi  và  lần lượt là chân các đường vuông góc kẻ từ điểm  đến các đường thẳng  và . Chứng minh .
[image: ]



Theo ý a), ta có: Tứ giác  nội tiếp nên  (hai góc nội tiếp cùng chắn );

;






Mà  ( vuông tại );  ( vuông tại )

.








c) Vẽ đường cao  của tam giác . Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng . Đường thẳng  cắt đường thẳng  tại điểm . Chứng minh .
[image: ]



Xét  cân tại  có: 


 là đường cao

 cũng là đường trung tuyến


 là trung điểm của  .


Mà  là ttrung điểm của 


 là đường trung bình của 


 mà 


, lại có 



 Tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 



  mà  (hai góc kề bù) 

.


Xét  và  có:


 chung;  (chứng minh trên);



.
Bài 22. 
[image: ]
a) Ta có  vuông tại , do đó  thuộc đường tròn đường kính .
Ta có  là tiếp tuyến tại  của đường tròn, suy ra  nên ta có  vuông tại , do đó  thuộc đường tròn đường kính.
Suy ra  điểm  cùng thuộc một đường tròn đường kính .
b) Ta có ( thuộc đường tròn tâm)
nên  là tiếp tuyến của đường tròn 
Tương tự ta có  là tiếp tuyến của đường tròn 
Ta có  và  là hai tiếp tuyến cắt nhau 
Suy ra  là đường phân giác của  (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau)
Ta có  và  là hai tiếp tuyến cắt nhau 
Suy ra  là đường phân giác của ( tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau)
Do đó  và  là hai tia phân giác của hai góc kề bù  và .
	Suy ra  hay 
Xét  vuông tại , dễ dàng chứng minh được (g.g) nên suy ra (cạnh tương ứng).
suy ra 
[image: ]
c) Ta có  cân tại 
nên 
Lại có  (hai góc so le trong)
  (hai góc đối đỉnh)
	Suy ra 
Nên  cân tại 
Do đó 
Mặt khác 
	Do đó  hay  là trung điểm của .
Ta có 
 	
	
Ta có chu vi tứ giáclà



Bài 23. 
   [image: ]
a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp
Xét tứ giác , có:  và  
nên  mà  và  là hai góc đối 
Do đó tứ giác  nội tiếp
b) Chứng minh 
Xét  và  có: ; : góc chung
Do đó (g.g) 
Suy ra  
Chứng minh tương tự ta được    
Từ  và , suy ra: .
c) Kẻ đường cao  của tam giác  và  là trung điểm của . Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
Theo câu a) ta có tứ giác  nội tiếp nên   ( góc nội tiếp cùng chắn ) 
Xét  vuông tại  có  nên  (cùng phụ ) 
Xét  có  nên  thuộc đường tròn đường kính 
Lại có  có  nên  thuộc đường tròn đường kính 
Suy ra bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
hay tứ giác  nội tiếp
Do đó  (cùng bù với ) 
Xét  vuông tại   có  là đường trung tuyến ứng với cạnh  ( là trung điểm của ) nên 
hay  cân tại  do đó  
Từ , ,  và  suy ra  
Do đó  thẳng hàng.
Bài 24. 
                   [image: ]
a)Ta có:  (gt)  nên  vuông tại , cạnh huyền 
Suy ra cùng thuộc đường tròn đường kính  (1)
Ta có:    (gt) nên  vuông tại , cạnh huyền 
Suy ra cùng thuộc đường tròn đường kính .(2)
Từ (1), (2) suy ra bốn điểm cùng thuộc đường tròn đường kính 
                b) Xét đường tròn có: 
                     (hai góc nội tiếp cùng chắn cung )
                       (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
                     Xét  và  có: 
                                        
                    Suy ra suy ra  = .
                     c) Vì 
                   
                   Hoặc chứng minh tứ giác  nội tiếp 
                   Chứng minh  đồng dạng với  (gg)
                   Vì  đồng dạng với  
                   Chứng minh  đồng dạng với  
                   Từ (1) và (2) 
                  //  ( định lý Talet đảo)
Bài 25. 
[image: ]
	+) Có MB là tiếp tuyến của đường tròn (O) nên  tại B suy ra B thuộc đường tròn đường kính MO  (1)
	+) Có I là trung điểm của dây PQ của đường tròn (O) nên  tại I suy ra  tại I, suy ra I thuộc đường tròn đường kính MO  (2)
	Từ (1) và (2) suy ra bốn điểm B, O, I, M cùng thuộc một đường tròn đường kính MO.
Vậy bốn điểm B, O, I, M cùng thuộc một đường tròn.
b. Gọi E là giao điểm thứ 2 của đường thẳng BI và đường tròn (O). Chứng minh:  và .
[image: ]
	+) Xét (O) có các tiếp tuyến MA, MB suy ra tia OM là phân giác của 
	
	Lại có   (góc nội tiếp bằng nửa góc ở tâm cùng chắn một cung) 
Suy ra  (3)
+) Có bốn điểm B, O, I, M cùng thuộc một đường tròn đường kính MO (cmt)
 (hai góc nội tiếp cùng chắn một cung MB) (4)
Từ (3) và (4) suy ra , mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên  hay .
Vậy  và .
c.  Gọi K là trung điểm của EA. Chứng minh ba điểm O; I; K thẳng hàng.
[image: ]
Kéo dài IO cắt AE tại H. Do  và  (cmt) nên  tại H  hay  tại H, suy ra H là trung điểm của AE.
Mà K là trung điểm của AE nên K và H trùng nhau. Suy ra K thuộc đường thẳng OI.
Vậy ba điểm O; I; K thẳng hàng.
Bài 26. 
a) Do  nên A, H, D thuộc đường tròn đường kính AD (1)
Lại có (góc nội tiếp chắn nửa đưởng tròn). 
Suy ra  nên A, C, D thuộc đường tròn đường kính AD (1)
[image: ]Từ (1) và (2)  A, H, C, D thuộc đường tròn đường kính AD 
hay tứ giác AHCD nội tiếp được một đường tròn.
b) Tứ giác AHCD nội tiếp 
Ta có  nội tiếp (O) cùng chắn   

Vậy  là tam giác vuông tại C.
c) Ta có:   (3) (hai góc nội tiếp cùng chắn cung ).
Tam giác OAD vuông tại A. Khi đó 
Mà OA = OB nên 
Suy ra hai tam giác OHB và OBD đồng dạng
Suy ra  (4)
Ta lại có tứ giác AHCD nội tiếp nên  (5)
Tứ giác ABFC nội tiếp nên   (6)
Từ (4), (5) và (6) suy ra  (7)
Từ (3) và (7) suy ra hai tam giác HAB và FCB đồng dạng
Khi đó, ta có: .
Vậy .
Bài 27. 
	[image: ]
			a)  là hai tiếp tuyến của nên : 
		- Xét  có  nên 3 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
		- Xét  có  nên 3 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Vậy bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn. (ĐPCM)
b) Ta có:  ( là hai tiếp tuyến của )
	
Nên là trung trực của  hay  tại 
Mà  thuộc đường tròn đường kính nên  hay 
Suy ra: 
 (2 góc so le trong)
Lại có:  nên  
Xét  và  có :
 chung
 
Nên:  (g.g) 
Suy ra:  hay (ĐPCM)
c) Ta có  nên 
Suy ra 3 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính .
Mà nên 3 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Suy ra bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính .
Hay   là tứ giác nội tiếp nên   
Mà  nên 
Xét  và  có:
 (cmt)
 chung
Nên: , suy ra 
Mà  nên 
Gọi  là giao điểm của  và 
Xét  có  nên 
Xét  có  nên  
Suy ra: 
Hay  là trung điểm của  
Xét  có  nên 
Lại có  (đồng vị)
Suy ra  (c.g.c)
Từ đó ta có:  
Vậy  thẳng hàng.
Bài 28. 
	[image: ]
a) [bookmark: _Hlk176725478]Giả sử I là trung điểm của EF
Xét (O) có:
 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) nên 
Nên hay vuông tại C, có CI là đường trung tuyến nên 
  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) nên  
Nên hay vuông tại C, có DI là đường trung tuyến nên 
Khi đó  suy ra tứ giác FCED nội tiếp đường tròn tâm I đường kính EF
b) Tam giác vuông FDA đồng dạng với tam giác vuông FCB (gg)
  (2 cặp cạnh tương ứng)
nên  (đpcm)
c) Vì I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác FCED nên 
khi đó  cân tại I  (1)
Xét  cân tại  nên  (2)
Xét  có  là hai đường cao cắt nhau tại .
Nên  là trực tâm của 
Nên   (3)
Từ (1); (2); (3) nên  
Do đó  
Vậy CI là tiếp tuyến của đường tròn (O)
d) Ta có 
 
Xét (O) ta có:  
 
Xét  ta có   
Qua A kẻ  .
 Qua B kẻ  . By ∩ Ax = K
Xét tứ giác  ta có 
 
Mà hai góc nằm tại hai đỉnh đối nhau nên tứ giác  nội tiếp.
 
Gọi H là trung điểm của EK .
 là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác
Xét (H) : . 
Xét  có : HA = HB (bán kính đường tròn tâm H) 
vuông cân tại H. Mà AB không đổi nên H cố định.
Áp dụng định lí Pytago vào  ta có:
. 
Vậy khi C thay đổi E chạy trên đường tròn (H; ) cố định.
Bài 29. 
[image: ]
a. Ta có:  (Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn )
nên  vuông tại 
Do đó, ba điểm  thuộc đường tròn đường kính  (1)
+) Ta có  (vì đường kính  vuông góc với dây  tại  theo giả thiết)
Nên  vuông tại 
Do đó, ba điểm  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2), ta có bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Vậy tứ giác nội tiếp.
b. + Ta có tứ giác AKCE nội tiếp (cmt)
nên  (tính chất)
Do đó,    (1)
+) Ta có bốn điểm AKMB thuộc đường tròn (O) nên tứ giác AKMB nội tiếp
Do đó, . Suy ra  (2)
+) Từ (1) và (2) ta có:  mà  (đối đỉnh)
Nên 
+) Xét  và  có: 
 chung;  (cmt)
Nên  (góc-góc)
Do đó . Suy ra.
c. Xét đường tròn ngoại tiếp tứ giác AECK, ta có:
 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung ) (3)
+) Xét tam giác BAI có BK, IE là hai đường cao, mà chúng cắt nhau tại C. 
Suy ra C trực tâm tam giác  nên . Suy ra  thuộc đường tròn (O)
+) Ta có  (hai góc nội tiếp cùng chắn cung của đường tròn (O). (4)
Từ (3) và (4) suy ra 
Do đó,  là tia phân giác của góc 
+) Chứng minh tương tự câu a ta được tứ giác nội tiếp
Suy ra  (2 góc nội tiếp cùng chắn cung )
Mặt khác  (2 góc nội tiếp cùng chắn cung của)
Suy ra , suy ra  là tia phân giác của góc 
Tam giác  có  là giao điểm của hai đường phân giác góc  và 
Suy ra  cách đều 3 cạnh của tam giác 
Bài 30. 
[image: ]
a) Do  là tiếp tuyến của nửa đương tròn (O) nên ta có 
Suy ra  là tam giác vuông tại  và  là tam giác vuông tại 
Suy ra  cùng thuộc đường tròn đường kính  và  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Do đó bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
b) Ta có  ( hai góc cùng bù với )
Diện tích hình quạt  là 
Do là hai tiếp tuyến của nửa đường tròn (O) nên và 
Từ đó suy ra  thuộc đường trung trực của  thuộc đường trung trực của 
Nên  vuông góc tại trung điểm  của , suy ra 
Suy ra  vuông tại , nên  nội đường tròn đường kính 
Có  ( do  chắn nửa đường tròn nên ).
Suy ra  vuông tại , nên  nội đường tròn đường kính 
Do đó tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .
Xét tứ giác  nội tiếp có : (cùng chắn )
Xét tứ giác  nội tiếp có : (cùng chắn )
Suy ra .
c) Gọi  là giao điểm của  và .
Do  nên theo định lí Thales  thì 
Ta có ( cùng vuông góc với ) suy ra  ( hai góc đồng vị) 
Xét  và  có  ; 
Suy ra , nên 
Do đó  hay 
Suy ra  đi qua trung điểm của  (đpcm).
Bài 31. 
[image: ]
a) Chứng minh:  song song với .
Xét  ta có:  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn). Suy ra .  (1)
Mặt khác,  và  là hai tiếp tuyến của , cắt nhau tại . Theo chất của hai tiếp tuyến cắt nhau ta có:  và  là phân giác của .
Suy ra:  cân tại , đường phân giác  đồng thời là đường cao, hay . (2)
Từ (1) và (2) suy ra .
b) Chứng minh: .
Vì  là tiếp tuyến của  tại  nên .
Xét  và  có: (góc vuông),  chung.
Suy ra  (g-g).
Suy ra: . Suy ra:.
c) Gọi  là trung điểm của . Tia  cắt  tại . Chứng minh tứ giác  là hình bình hành.
 Xét  có:
  +  là trung điểm của  (vì  là tâm đường tròn đường kính )
   +  (vì  - chứng minh trên).
Suy ra [image: ] là trung điểm của [image: ] (định lý).
Suy ra [image: ] là đường trung bình của [image: ].
Suy ra:[image: ] (tính chất đường trung bình của tam giác).
Lại có: [image: ] (vì [image: ] là trung điểm của [image: ]) nên [image: ].

Xét tứ giác [image: ] có: [image: ]  và [image: ] (chứng minh trên).
Suy ra [image: ] là hình bình hành.
Bài 32. 
[image: ]
a) Chứng minh bốn điểm , , ,  cùng thuộc một đường tròn.
Xét đường tròn , 
+ Do  là tiếp tuyến của :
            
           Suy ra  thuộc đường tròn đường kính  (1)
             + Do  là tiếp tuyến của :
            
           Suy ra  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2)  suy ra 4 điểm , , , cùng thuộc một đường tròn (đpcm) 
b) Chứng minh  và  .
       Xét đường tròn  
Có hai tiếp tuyến ,  cắt nhau tại  suy ra  
                                                                  Mà 
Suy ra  là đường trung trực của 
 
Xét  và  có 

   
(đpcm)
Ta có   (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
(4) 
Từ (3) và (4) (đpcm)
c) Chứng minh là trung điểm của .
[image: ]
Do  (cùng vuông góc với )
(So le trong)(5)
Mà  (cmt) =>  cân tại 
(t/c tam giác cân) (6)
Từ (5) và (6) 
 là tia phân giác 
Mà 
 là phân giác ngoài tại  của 
 Xét  có 
 (cùng vuông góc với )
     
 Từ (7) và (8) 
Mà 

Vậy  là trung điểm của   (đpcm)


Bài 33. 
[image: ]
a.Chứng minh rằng  tại G 
Có ( góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính BD)
Suy ra  và 
Mà AE cắt FC tại B 
Suy ra B là trực tâm của 
Suy ra  tại G
b. Chứng minh bốn điểm F, G, B, A cùng thuộc một đường tròn.
Gọi I là trung điểm của FB
Ta có  tại G (cmt)
Suy ra  vuông tại G suy ra(1)
 (cmt) suy ra  vuông tại A  suy ra(2)
Từ (1) và (2) suy ra 
Suy ra bốn điểm F, G, B, A cùng thuộc một đường tròn. (đpcm)
c. Chứng minh rằng 
+ c/m  (g.g)
Suy ra   suy ra  (1)
+ c/m  (g.g) suy ra   suy ra  (2)
Từ (1) và (2) suy ra  (đpcm)
d. Chứng minh rằng B là tâm đường tròn nội tiếp 
+ Xét tứ giác ABGF có bốn điểm F, G, B, A cùng thuộc một đường tròn đường kính BF ( theo câu b) suy ra tứ giác ABGF nội tiếp đường tròn đường kính BF.
+ Do  nên Tứ giác DCEG nội tiếp đường tròn đường kính BE.
+Do  nên Tứ giác ACEF nội tiếp đường tròn đường kính EF.
Do đó ( =sđ cung BG)
( sđ cung CE)
Suy ra  suy ra  là đường phân giác của  (1)
Do đó ( =sđ cung )
( sđ cung )
Suy ra  suy ra  là đường phân giác của  (2)
Từ (1) và (2) suy ra B là giao hai đường phân giác của 
Suy ra B là tâm đường tròn nội tiếp  (đpcm)
Bài 34. 
	a) (0,75 điểm) 
Ta có: ( vì 
  (vì )
Xét tứ giác ABDF có  
mà D và F là 2 đỉnh kề nhau cùng cạnh AB
dưới 1 góc vuông
Nên 4 điểm A, B, D, E cùng thuộc một đường tròn.
b) (0,75 điểm)  Xét đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABDF có
là góc nội tiếp chắn cung DE
là góc nội tiếp chắn cung DE
Nên  (Hệ quả góc nội tiếp) hay  
Xét ΔBHD và ΔACD có
 (cmt)
Do đó  đồng dạng với  (g-g)
Suy ra    => DB.DC = DH.DA
	[image: ]


c) (0,75 điểm) Chứng minh I là trung điểm của đoạn thẳng BC.
	Xét đường tròn (O) có:
 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn), do đó
.
Mặt khác: (giả thiết)
Suy ra:// (quan hệ vuông góc song song) (1)
Xét đường tròn (O) có: (góc nội tiếp chắn
nửa đường tròn), do đó .
Mặt khác: (giả thiết)
Suy ra: // (quan hệ vuông góc song song) (2)
Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BHCK là hình bình hành
(dấu hiệu nhận biết), suy ra hai đường chéo BC và HK
cắt nhau tại trung điểm mỗi đường (tính chất).
Mà I là giao điểm của BC và HK nên I là trung điểm
của BC.
	[image: ]


d) (0,75 điểm)   Tính .
Đặt 	
Khi đó


Ta có: 
Chứng minh tương tự ta có:  
	
	Vậy 
Bài 35. 
[image: ]
a) Chứng minh bốn điểm , , ,  nằm trên cùng một đường tròn.
Ta có (do  là đường cao của ) hay 
 (do  là đường cao của ) hay 
Suy ra bốn điểm  cùng nằm trên một đường tròn đường kính  (đpcm)
b) Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính ;
Vì  là trung điểm của đoạn thẳng  nên  là tâm đường tròn đường kính 
Suy ra 
Vì cân tại  nên         		(1)
 vuông tại có  là đường trung trrung tuyến ứng với cạnh huyền  
Nên 
Suy ra  cân tại  nên  		(2)
Xét  vuông tại  có  hay   	(3)
Từ (1), (2), (3) suy ra 
Lại có    (do  thẳng hàng)
Suy ra hay
Suy ra  tại 
Do đó  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính   (đpcm)
c) Chứng minh .
Áp dụng định lí Py – Ta – Go  vuông tại , ta có: 	
Lại có  (cùng bán kính đường tròn tâm I)
Suy ra 

     
Ta lại có     
Xét   và  có 
 ();   
Do đó 
Nên  suy ra hay 		
Từ , và  suy ra   (đpcm)
Bài 36. 
[image: ]
a) Chứng minh:  Tứ giác  nội tiếp 
Ta có  là đường kính của đường tròn (O). Suy ra  suy ra 
Do P là điểm chính giữa của cung lớn AB. Suy ra PA = PB
Mà OA = OB (cùng là bán kính của (O))
Suy ra PO là đường trung trực của AB suy ra  tại D
Suy ra  

Nên 
 Tứ giác nội tiếp (hai góc đối bù nhau )
b) Xét tam giác  và tam giác  ta có : 
 chung


 suy ra 

Ta có PO là đường trung trực của AB, hay PQ là đường trung trực của AB
 hay điểm  là điểm chính giữa cung nhỏ  nên 
Do đó  ( hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau thì bằng nhau )
Hay  là đường phân giác trong của tam giác  ; và lại có  
nên  là đường phân giác góc ngoài tại đỉnh  của tam giác  
c) Ta đi chứng minh  là điểm cố định 
Ta có điểm  là trung điểm  
Do  là tứ giác nội tiếp 
 



Vậy nên 



  


Vì là bốn điểm cố định nên  điểm cố định . 
Bài 37. 
a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp. 
Xét có: là tiếp tuyến tại   (GT) nên 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (1)
Mặt khác: là tiếp tuyến tại   (GT) nên 
vuông tại nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2) sy ra: 4 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Do đó, tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 
 b) Chứng minh  vuông góc với  và .
* Chứng minh  vuông góc với 
Xét có:  và là hai tiếp tuyến cắt nhau ở  (GT)
 (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau)
[image: ]Mà  ( thuộc đường tròn)
                là đường trung trực của  nên 
* Chứng minh 
Xét  và   có:

: góc chung
Suy ra:  ~  (g.g)

c) Gọi là điểm thộc đoạn thẳng , đường thẳng quavà vuông góc cắt các tia theo thứ tự tại và . Chứng minh  là trung điểm của.
Vì 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (1)
Vì 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2) sy ra: 4 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Do đó, tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 
 ( 2 góc nội tiếp cùng chắn cung )
CMTT ta có: 
Mặt khác: cân ở  hay 
Do đó:  cân ở  mà  (GT)
 là trung điểm của 
Bài 38. 
a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp. 
Xét có: là tiếp tuyến tại   (GT) nên 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (1)
Mặt khác: là tiếp tuyến tại   (GT) nên 
vuông tại nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2) sy ra: 4 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Do đó, tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 
 b) Chứng minh  vuông góc với  và .
* Chứng minh  vuông góc với 
Xét có:  và là hai tiếp tuyến cắt nhau ở  (GT)
 (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau)
[image: ]Mà  ( thuộc đường tròn)
 là đường trung trực của  nên 
* Chứng minh 
Xét  và   có:

: góc chung
Suy ra:  ~  (g.g)

c) Gọi là điểm thộc đoạn thẳng , đường thẳng quavà vuông góc cắt các tia theo thứ tự tại và . Chứng minh  là trung điểm của.
Vì 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (1)
Vì 
vuông tại  nên điểm  thuộc đường tròn đường kính  (2)
Từ (1) và (2) sy ra: 4 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính 
Do đó, tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 
 ( 2 góc nội tiếp cùng chắn cung )
CMTT ta có: 
Mặt khác: cân ở  hay 
Do đó:  cân ở  mà  (GT)
 là trung điểm của 




Bài 39. 
a) 
                                                                      [image: A circle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with a triangle and a triangle with  Description automatically generated]             
            Ta có tại nên  vuông tại , suy ra  cùng thuộc đường tròn đường kính .  
           Ta có tại nên vuông tại , suy ra cùng thuộc đường tròn đường kính .
           Do đó 4 điểm cùng thuộc đường tròn đường kính AH. 
b)                                     
                                   
[image: A circle with lines and triangles  Description automatically generated]
Xét  và  có ,  chung
       
    
Chứng minh tương tự có 
Từ (1) và (2) suy ra  
Xét  và : 
     (hai góc tương ứng)  (3)
Kẻ đường kính  ta có     (hai góc nội tiếp cùng chắn cung ) (4)
Từ  suy ra  

c)         
                      [image: A circle with lines and triangles  Description automatically generated]
Theo chứng minh trên có  
 

Xét ANO  và ADC: 
 
                  
             Chứng minh tương tự   
              
            Hay   thẳng hàng .                


Bài 40. 
[image: ]
a) 
+ Có  là đường cao của tam giác 
nên  
+ Có  là đường cao của tam giác 
nên  
+ Gọi  là trung điểm của 
    vuông tại  
    vuông tại  
Từ  suy ra 
Nên bốn điểm  cùng nằm trên một đường tròn .
b) Chứng minh: 
+ Chỉ ra: 
Chứng minh ABD đồng dạng AKC (g.g)
và AB.AC = AK.AD
+ Chứng minh tứ giác AFDB nội tiếp
 (1)
+ Vì ABD đồng dạng AKC
 (2)
+ Chứng minh tứ giác AEFB nội tiếp

Hay  (3)
Từ (1); (2); (3) suy ra: 
Mà hai góc này ở vị trí so le trong nên BE // DF 
Lại có BE  (GT)
Vậy DF 
c) Gọi M là trung điểm của BC 
Suy ra M cố định và OM vuông góc BC (quan hệ giữa đường kính và dây) 
+ Chứng minh tứ giác OMBF nội tiếp 
Suy ra 
+ Chứng minh 
Mà  
nên 
Từ đó chứng minh . Suy ra ba điểm E, F, M thẳng hàng





[image: ]Bài 41. 









Gọi   là trung điểm của 



+)  tại , mà 




Suy ra vuông tại , từ đó suy ra (1)



+) Chứng minh: vuông tại , 
từ đó suy ra JI = JE = JD (2)
+) Từ (1) và (2) suy ra O, I, E, D cùng thuộc một đường tròn

b) +) Chứng minh:  (g.g)

+) Suy ra: 

+) Suy ra: 


+) Mà  là tia phân giác của góc  nên suy ra:

 


+) Suy ra: , do đó 


c) +) Chứng minh được:  suy ra 


+) Suy ra:  là trọng tâm 


+) Chứng minh  là trung điểm của 

Suy ra:  thẳng hàng


+) Suy ra:  là trực tâm của 


+) Suy ra:  vuông góc 


+) Chứng minh được:   vuông góc 

+) Suy ra:  thẳng hàng
Bài 42. 

1) Chứng minh các điểm  cùng thuộc một đường tròn.
[image: ]

Xét tứ giác  :



Có ( vì là tiếp tuyến của )






vuông tại 




Suy ra điểm thuộc đường tròn đường kính 

Ta có (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).

 


vuông tại 




Suy ra điểm thuộc đường tròn đường kính 

Từ (1) và (2) Suy ra các điểm  cùng thuộc một đường tròn.

2) Chứng minh .



Xét có  (hai góc nội tiếp cùng chắn cung )



Vì  tứ giác  nội tiếp ( cmt )


 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung )

		Suy ra   mà hai góc này  ở vị trí so le trong 

.




3) Chứng minh và tìm vị trí điểm  trên cung nhỏ  để diện tích tam giác đạt giá trị lớn nhất.
[image: ]


Xét  và  :


Có (1)



Có  ( kẻ tiếp tuyến với 



 (hai góc đồng vị) (2)

Từ (1) và (2) ta có  (g - g) 

Xét tứ giác có :



 


 là hình vuông (DHNB) nên 


Có (cmt) 

 

* Kẻ 




. Do  không đổi nên  khi và chỉ khi . 


Do  .

Có tứ giác  là hình bình hành (DHNB)


Có  nên tứ giác  là hình chữ nhật (DHNB)

.


Ta có  khi 


khi khi 
Bài 43. 
a) 


Chứng minh tứ giác nội tiếp. Xác định tâm  của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: ]


Vì  nên  suy ra tam giác BFC vuông tại F


Vì  nên  suy ra tam giác BEC vuông tại E

Gọi O’ là trung điểm đoạn 


Xét tam giác BEC vuông tại E, O’ là trung điểm đoạn  . Suy ra  (tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông.)	(1)


Xét tam giác BFC vuông tại F, O’ là trung điểm đoạn  . Suy ra  ( tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông.)	(2)



Từ (1) và (2) suy ra mà O là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác , suy ra  trùng O’


Suy ra là trung điềm đoạn .
b) 



 Gọi  là trung điểm của . Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn .
[image: ]





Xét  vuông tại , có  là đường trung tuyến ứng với cạnh  nên 



Suy ra:  cân tại  

Mà  (Hai góc đối đỉnh)

Suy ra:  (1)



Ta lại có:   cân tại 

 (2)

Từ (1) và (2), ta có: 



Mặt khác:  (vì  vuông tại )


Suy ra:  hay 




và Do đó:  là tiếp tuyến của đường tròn .
c) 







 Vẽ  cắt đường tròn  tại  khác  ),  cắt  tại . Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
[image: ]
Ta có: góc BMC là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn nên góc BMC = 90 độ




Xét  và  có:

 là góc chung

 

Do đó: (g.g)



Mặt khác:  (Bạn đọc tự chứng minh)



 
Xét tam giác IMK và tam giác IDC có:
Góc MIK là góc chung







 

 thẳng hàng
Bài 44. 


a) Chứng minh  đồng dạng 
[image: ]
Vẽ đúng hình đến ý 1)


⇒   (TGV)


 ⇒   (TGV)

⇒ Tứ giác  là tứ giác nội tiếp


⇒  đồng dạng 


b) Chứng minh đường thẳng  vuông góc với đường thẳng 

Tứ giác BCEF nội tiếp ⇒  


 cân tại O ⇒  




⇒  ⇒ 


c) Chứng minh tứ giác  nội tiếp và  thẳng hàng.




 Chứng minh  cân tại vì ⇒ 


 ⇒ Tứ giác  là tứ giác nội tiếp.



Có  suy ra trung trực 




Có    trung trực  ⇒  thẳng hàng.




Bài 45. 








a) Ta có  nên  điểm , ,  nằm trên đường tròn đường kính 





 nên  điểm ,K,  nằm trên đường tròn đường kính 






Nên  điểm , , ,  nằm trên đường tròn đường kính  

Suy ra  là tứ giác nội tiếp


b) Vì  là tứ giác nội tiếp nên  (góc nội tiếp



cùng chắn ) mà  (cùng phụ )






+) Xét  và  có  chung; 


 đồng dạng 




c) Giả sử cắt  tại . Ta chỉ việc chứng minh  đi qua trung điểm I của EF



- Vì  nội tiếp  (góc nội tiếp cùng chắn )



-  (cùng phụ với )  



Giả sử  cắt  tại 



Ta có  đồng dạng (g-g) suy ra 


Xét và  có 


; (đối đỉnh)


Suy  mà 

Hay 




 là hình chữ nhật mà  là trung điểm của đường chéo  là trung điểm của 

 thẳng hàng.
Bài 46. 
	[image: ]


 a) Gọi  là trung điểm .


Vì  vuông tại  (gt)


 (đường trung tuyến ứng với cạnh huyền trong tam giác vuông)



Chứng minh tương tự, ta có:  (tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông ) 



Chứng minh tương tự, ta có:  (tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông ) 




Từ , ,  







Suy ra ,, , , thuộc đường tròn tâm  đường kính 






Suy ra ,, , thuộc đường tròn tâm  đường kính .   

b)  Chứng minh  (cạnh huyền – góc nhọn)

Suy ra (hai góc tương ứng)



Ta có:  (do  tại )



	 (do  tại )



	 (hai góc nội tiếp cùng chắn  của )



	 (hai góc nội tiếp cùng chắn  của )

Suy ra 






c) Qua  kẻ đường thẳng song song với  cắt ,  tại , .





Chứng minh , , ,  cùng thuộc đường tròn đường kính 


Suy ra  (hai góc nội tiếp cùng chắn .

Chứng minh tứ giác  nội tiếp 


Suy ra  (cùng bù với )



Ta có  (cùng bằng , )

Suy ra 


Suy ra  là phân giác của  



Ta có:  (do  và )


Suy ra  cân tại 


Suy ra  là đường trung tuyến của 

Suy ra 

Vì 

Suy ra  (g - g)

Suy ra 

Tương tự,  (g - g)

Suy ra 



mà  (cmt)

suy ra 


Vậy  là trung điểm .



Bài 47. 
[image: ]



a) Gọi  là trung điểm của 



Xét nửa đường tròn , đường kính  có:  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)


Suy ra  vuông, mà   là đường trung tuyến

Từ đó có  (1)



Xét nửa đường tròn , đường kính  có:  (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)


Suy ra  vuông, mà   là đường trung tuyến.

Từ đó  (2)

Từ (1) và (2) suy ra: 

Do đó bốn điểm cùng thuộc một đường tròn.




b) Có  (góc nội tiếp cùng chắn );  (tứ giác  nội tiếp)

Suy ra 


Do đó  là phân giác .


c) Theo giả thiết: 




Xét  và  có: ; 

Do đó  (c-g-c)

Suy ra  (hai góc tương ứng)

Suy ra 





Xét  có: , là trung điểm của AB nên 	là trung điểm của .



Gọi là giao điểm của  và . 



Xét có nên 



Xét có nên 



Từ đó suy ra  đi qua trung điểm của đoạn thẳng.
Bài 48. 






Từ điểm  nằm ngoài vẽ hai tiếp tuyến  với đường tròn ( là các tiếp điểm). Kẻ đường kính  của .

a) Chứng minh .





b)  cắt  tại  ( theo thứ tự). Chứng minh rằng .





c) Vẽ  tại . Gọi là trung điểm của . Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
[image: ]
a) 



Ta có thuộc  và có  là đường kính của 


Suy ra  nội tiếp 


Suy ra  vuông tại 

Suy ra 

Suy ra 



Vì  là hai tiếp tuyến của  nên  (tính chất)


Suy ra cân tại 


Lại có là tia phân giác của 


Suy ra là đường cao của  

Suy ra 



Ta có ,. Suy ra 
b) 


Ta có thuộc  và có  là đường kính của 
Suy ra  nội tiếp 
Suy ra  vuông tại 
Suy ra 
Suy ra 
Xét hai tam giác  và  có:

 chung
Vậy  
Suy ra , suy ra 
Mà 
Suy ra 
c)Xét hai tam giác  và  có:

 (đồng vị và )
Vậy  
Suy ra  suy ra
Mà  (vì  lần lượt là trung điểm của )
Suy ra 
Xét hai tam giác  và  có:


Vậy  
Suy ra 
Suy ra hai tia trùng nhau
Vậy ba điểm  thẳng hàng



Bài 49. 
[image: ]

a/ Chứng minh tứ giác  nội tiếp




Các đường cao  cắt nhau tạinên ta có  vuông tại 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 


Khi đó bốn điểm  nằm trên đường tròn đường kính 


Vậy tứ giác   nội tiếp đường tròn đường kính.





 b/ Gọi  là giao điểm của và. Chứng minh  phân giác của 
[image: ]

Có 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 


Khi đó bốn điểm  nằm trên đường tròn đường kính 

Suy ra tứ giác  nội tiếp


Suy ra  (2 góc nội tiếp cùng chắn cung)

Có 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 


Khi đó bốn điểm  nằm trên đường tròn đường kính 

Suy ra tứ giác   nội tiếp


 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung)


Mà (cùng phụ với)



Suy ra  Suy ra  là phân giác của góc (đpcm).





c/Đường thẳng qua  và song song với  cắt  lần lượt tại . Chứng minh  là

trung điểm .
[image: ]

Có 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 




Xét  có  nên ba điểm  nằm trên đường tròn đường kính 


Khi đó bốn điểm  nằm trên đường tròn đường kính 

Suy ra tứ giác  nội tiếp


Suy ra  (hai góc nội tiếp cùng chắn một cung )



Tứ giác  nội tiếp nên ( hai góc nội tiếp cùng chắn một cung )

Suy ra 


Ta có  Suy ra  (Hai góc so le trong bằng nhau)

Suy ra 


Nên tam giác  cân tại  (tam giác có 2 góc ở đáy bằng nhau)

Suy ra  (tính chất tam giác cân) (1)

Vì  (chứng minh trên)




Mà  và ( do  vuông tại )

Suy ra 


Tam giác  cân tại  (tam giác có 2 góc ờ đáy bằng nhau) 

Suy ra  (tính chất tam giác cân) (2)

Từ (1) và (2) suy ra 


Vậy  là trung điểm  
Bài 50. 
[image: ]





a) Vì  và  là hai góc nội tiếp chắn nửa đường tròn  nên: , suy ra 



Suy ra hai điểm  và  cùng thuộc đường tròn đường kính 





Do đó bốn điểm , , ,  cùng thuộc đường tròn đường kính 


Vậy tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính 



b) Chứng minh  là trực tâm của  suy ra 

Chứng minh được  (g.g)


Suy ra:  hay  (1)

Tương tự:  (2)

Từ (1) và (2) suy ra: 

Vậy 




c) Chứng minh 5 điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính , suy ra tứ giác  nội tiếp , suy ra  (*)



Chứng minh  (g.g), suy ra  hay  (3)



Chứng minh  (g.g), suy ra  hay  (4)

Từ (3) và (4) suy ra  hay 


Chứng minh  (c.g.c), suy ra  (**)

Tương tự:  (***)

Từ (*), (**) và (***) suy ra 



Vậy ba điểm , ,  thẳng hàng. 
                                                                                                    Trang 1
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