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Câu I.

1) Giải phương trình 

2) Giải hệ phương trình 
Câu II.
1) Tìm tất cả các cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn



2) Với a, b, c là các số thực dương thỏa mãn , tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

	
Câu III. 
Cho tam giác ABC nhọn, không cân. Trên các cạnh CA, AB lần lượt lấy các diểm E, F (không trùng các dinh tam giác) sao cho AE = AF. Trên đường thẳng EF lấy các điểm M,N sao cho CM vuông góc CA, BN vuông góc BA. K là giao điểm của BN và CM. 
1) Chứng minh rằng KM = KN.

2) Dụng các hình bình hành ANQF và AMRE. Chúng minh rằng .
3) Gọi L, J lần lượt là hình chiếu vuông góc của M, N lên đường thẳng BC, S là giao điểm của JF và LE, T là điểm đối xứng với S qua EF. Chứng minh rằng A, T, K thẳng hàng.
Câu IV.
Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất sao cho với mọi cách sắp xếp 99 điểm màu đỏ và 100 điểm màu xanh trên mặt phẳng (không có 3 điểm nào thẳng hàng), ta luôn vẽ được k đường thẳng, mỗi dường thẳng không đi qua điểm nào trong các điểm trên và các đường thẳng đó chia mặt phẳng thành các miền mà trong mỗi miền không có 2 điểm khác màu.


ĐÁP ÁN
Bài 1.

a) Cách 1. Điều kiện 

Đặt  khi đó phương trình có thể được viết lại thành

	

Hay 	
Một cách tương đương, ta được	

	

Mà 2b + a + 3 > 0 nên a = 1, hay 
Từ đó, ta có x = 0 (thử lại thỏa mãn)
Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 0.

Cách 2. Điều kiện 
Dễ thấy x = 0 là nghiệm của phương trình

Xét trường hợp  khi đó phương trình có thể được viết lại thành

	

Hay 	

Một cách tương đương ta có , mâu thuẫn vì vế phải có giá trị âm. Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 0.
b) Phương trình thứ nhất của hệ có thể được viết lại thành

	
Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được



Hay 

Từ đây, với chú ý  (suy ra từ phương trình thứ nhất) 
Ta được x + y = 2
Kết hợp với (x + 6y)(x + y + 1) = 21 ta được x + 6y = 7
Từ đó x = y = 1
Thử lại thỏa mãn
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x; y) = (1; 1).
Bài 2.

a) Điều kiện: 
Chú ý rằng nếu (x, y) là nghiệm thì (-x, -y) cũng là nghiệm và x, y cùng dấu nên không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử x, y > 0
Tiếp theo, ta có hai cách giải sau

Cách 1. Từ giả thiết, ta có .
Chuyển vế, phân tích nhân tử, ta được	

	
Từ đó, ta có hai trường hợp sau:


TH1: . Trong trường hợp này, với chú ý y là số nguyên, ta suy ra  chia hết cho x. Từ đó 1 chia hết cho x, kéo theo x = 1 (do x > 0). Suy ra y = 1. Thử lại thỏa mãn

TH2: 


Trong trường hợp này ta có . Chú ý rằng 

Ta có , suy ra y = 1.


Từ đó  hay 
Suy ra x = 1. Thử lại thỏa mãn
Vậy có tất cả hai cặp số (x, y) thỏa mãn yêu cầu đề bài là (1, 1) và (-1; -1)
Cách 2. Phương trình có thể được viết lại thành

	

Từ đây ta suy ra  chia hết cho x

Mà  nên y chia hết cho x
Bây giờ, đặt y = kx với k nguyên dương
Phương trình có thể được viết lại thành

		(1)
Với x = 1, thay vào phương trình trên, ta dễ dàng tìm được k = 1. Từ đó y = 1.
Thử lại thỏa mãn
Với k = 1, thay vào phương trình trên, ta dễ dàng tìm được x = 1. Từ đó y = 1. 
Thử lại thỏa mãn

Xét trường hợp . Khi đó phương trình (1) không thể thỏa mãn vì


Vậy, có tất cả hai cặp số (x, y) thỏa mãn yêu cầu đề bài là (1, 1) và (-1, -1)
b)
Cách 1: Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có

	

	

Mặt khác, theo bất đẳng thức AM-GM, với mọi  thì

	
Sử dụng đánh giá này ta có

	

Do đó 



Mặt khác, với a = b = c  thì . Vậy minM = 
Cách 2. Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta có

	
Chứng minh tương tự ta có

	
Từ đó, theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có

	


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi . Vậy minM = .
Bài 3.
[image: Ảnh có chứa hàng  Nội dung do AI tạo ra có thể không chính xác.]
a) Do AE = AF nên tam giác AEF cân tại A


Suy ra: . Từ đó 

Bây giờ, xét hai tam giác BFN và CEM có  



Và  nên BFN ~ CEM (g.g)


Từ đó  hay 
Suy ra tam giác KMN cân tại K, từ đó KM = KN
b) Do tứ giác ANQF là hình bình hành nên NQ = AF và NQ // AF



Vì NQ // AF và  nên NQ  NK từ đó 



Kết hợp với KN = KM suy ra KNQ = KMR (c.c.c) từ đó 
c) Qua điểm K, kẻ đường thẳng song song với đường thẳng EF, cắt các đường thẳng AC và AB theo thứ tự tại các điểm X, Z. Kẻ đường thẳng KH vuông góc với đường thẳng BC tại điểm H.

Vì KH // NJ và KZ // FN nên  suy ra FJ // HZ
Chứng minh tương tự ta cũng có HX // EL


Do XZ // EF, HZ // SF và HX // ES nên SEF ~ HXZ (g-g)



Từ đó  suy ra AES ~ AXH (c-g-c)

Do đó 
Từ đây ta suy ra ba điểm A, S, H thẳng hàng

Chú ý rằng tứ giác ABKC nội tiếp đường tròn đường kính AK, do đó 


Mà  nên 

Lại có AE = AF và EF // XZ nên AX = AZ suy ra 


Từ đó  suy ra 
Gọi G là điểm đối xứng với H qua đường thẳng XZ.

Ta có: 
Nên ba điểm A, K, G thẳng hàng


Đến đây, với chú ý  và 

Ta có 


Xét hai tam giác AET và AXG có  và 


Suy ra:  AET ~ AXG (c-g-c)

Suy ra: 
Do đó ba điểm A, T, G thẳng hàng
Từ đây suy ra ba điểm A, T, K thẳng hàng.
Bài 4.
Xét cấu hình gồm 99 điểm màu đỏ và 99 điểm màu xanh xếp xen kẽ nhau trên đường tròn. Nếu kẻ được k đường thẳng mà chia được mặt phẳng thành các miền mà không có hai điểm khác màu thì k đường thẳng này chia đường tròn thành không quá 2k cung tròn rời nhau. Ta thấy mỗi cung tròn này chỉ chứa nhiều nhất một điểm xanh hoặc một điểm đỏ (thật vậy, nếu tồn tại cung chứa không ít hơn hai điểm thì hai điểm đó phải cùng màu và nếu hai điểm đó cùng màu thì sẽ có một điểm khác màu nằm giữa dẫn tới vô lý). Như vậy, k đường thẳng này phải chia đường tròn thành không ít hơn 2 - 99 cung tròn. 


Từ đây, ta có 2k  2.99, hay k  99. 
Ta chứng minh rằng với k = 99 thì ta luôn có thể kẻ được 99 đường chia 99 điểm đỏ và 100 điểm xanh vào các miền mà mỗi miền không có điểm khác màu. Để ý rằng ban đầu, với hai điểm A, B cùng màu thì ta có thể kẻ hai đường thẳng song song với cạnh AB và gần AB để tạo ra một miền mới mà miền này chỉ chứa đúng hai điểm A và B do không có điểm nào nằm trên đường thẳng A, B.	(1)
Xét bao lồi của các điểm là S.	
+ Nếu bao lồi có một điểm đỏ thì ta kẻ được một đường thẳng tách điểm đỏ này với các điểm xanh. Với 98 điểm đỏ còn lại, ta chia các điểm này thành 49 cặp rồi áp dụng nhận xét (1) liên tiếp 49 lần, tương ứng với mỗi cặp thì ta kẻ thêm 98 đường nữa. Như vậy, ta đã kẻ được tất cả 99 đường và sau khi kẻ thì mỗi điểm đỏ sẽ nằm trong miền chỉ chứa toàn điểm đó khác.
+ Nếu bao lồi gồm toàn điểm xanh thì kẻ một đường thẳng song song, đủ gần cạnh của bao lỗi thì ta tách được hai điểm xanh ra một miền mới. Từ đó, còn 98 điểm xanh, ta chia các điểm này chia thành 49 cặp rồi áp dụng nhận xét (1) liên tiếp 49 lần, tương ứng với mỗi cặp thì ta kẻ thêm 98 đường nữa. Sau khi kẻ 99 đường này thì mỗi điểm xanh sẽ nằm trong miền chỉ chứa toàn điểm xanh khác.

Vậy .
                                                                                             Trang 1  
oleObject2.bin

oleObject48.bin

image47.wmf
33

33

22

b4b4c4c4

;

(2b)9(2c)9

³³

--


oleObject49.bin

image48.wmf
3

222

3

222

2

33

222

44abc

M

9a2bb2cc2a

44abc

M

9a2abb2bcc2ca

44(abc)44

M.

9abc2ab2bc2ca9

æö

³++

ç÷

+++

èø

æö

³++

ç÷

+++

èø

++

³=

+++++


oleObject50.bin

image49.wmf
1

abc

2

===


oleObject51.bin

image50.wmf
3

44

9


oleObject52.bin

image51.png




image3.wmf
42

2

1x6x1

y

y2x(x1)

++

+=

+


image52.wmf
·

·

AEFAFE

=


oleObject53.bin

image53.wmf
·

·

BFNCEM

=


oleObject54.bin

image54.wmf
·

·

BFNCEM

=


oleObject55.bin

image55.wmf
·

·

FBNECM90

==

o


oleObject56.bin

image56.wmf
D


oleObject57.bin

oleObject3.bin

image57.wmf
D


oleObject58.bin

image58.wmf
·

·

BNFCME

=


oleObject59.bin

image59.wmf
·

·

KNMKMN

=


oleObject60.bin

image60.wmf
BNBA

^


oleObject61.bin

image61.wmf
^


oleObject62.bin

image4.wmf
3

abc

2

++=


image62.wmf
·

KNQ90

=

o


oleObject63.bin

oleObject64.bin

oleObject65.bin

oleObject66.bin

image63.wmf
BFBNBJ

BZBKBH

==


oleObject67.bin

oleObject68.bin

oleObject69.bin

image64.wmf
SEEFAE

HXXZAX

==


oleObject4.bin

oleObject70.bin

oleObject71.bin

oleObject72.bin

image65.wmf
·

·

SAEHAX

=


oleObject73.bin

image66.wmf
·

·

KABKCH

=


oleObject74.bin

image67.wmf
·

·

KBAKHC90

==

o


oleObject75.bin

image68.wmf
·

·

AKBHKC

=


image5.wmf
333

222

abc

M

(2a)(a2b)(2b)(b2c)(2c)(c2a)

=++

-+-+-+


oleObject76.bin

image69.wmf
·

·

AXZAZX

=


oleObject77.bin

image70.wmf
·

·

BXZCKX

=


oleObject78.bin

image71.wmf
·

·

AKZHKX

=


oleObject79.bin

image72.wmf
·

·

·

XKGXKHAKZ

==


oleObject80.bin

image73.wmf
·

·

·

·

TEFSEFZXHZXG

===


oleObject5.bin

oleObject81.bin

image74.wmf
·

·

AESAXH

=


oleObject82.bin

image75.wmf
·

·

AETAXG

=


oleObject83.bin

image76.wmf
AEESET

AXXHXG

==


oleObject84.bin

oleObject85.bin

oleObject86.bin

oleObject87.bin

image6.wmf
·

·

NQKMRK

=


image77.wmf
·

·

EATXAG

=


oleObject88.bin

image78.wmf
³


oleObject89.bin

oleObject90.bin

image79.wmf
min

k49

=


oleObject91.bin

oleObject6.bin

image7.wmf
x1

³-


oleObject7.bin

image8.wmf
ax1,bx6

=+=+


oleObject8.bin

image9.wmf
2

a12ab2a22b

-++=+


oleObject9.bin

image10.wmf
2

2b(a1)a2a30

-++-=


oleObject10.bin

image11.wmf
(a1)(2ba3)0

-++=


oleObject11.bin

image12.wmf
x11

+=


oleObject12.bin

oleObject13.bin

image13.wmf
x0

¹


oleObject14.bin

image14.wmf
(

)

(

)

x21x1x61

=-+++


oleObject15.bin

image15.wmf
(

)

2x

x.x61

1x1

=-++

++


oleObject16.bin

image16.wmf
(

)

2x

1.x61

1x1

=-++

++


oleObject17.bin

image17.wmf
(x6y)(xy1)21

+++=


oleObject18.bin

image18.wmf
2

(x6y)(xy1)[(x6y)(xy1)15y5xyx4y]27(x6y)

+++++++--+-=+


oleObject19.bin

image19.wmf
2

(x6y)(xy1)(xy1)27(x6y)

+++++=+


oleObject20.bin

image20.wmf
x6y0

+¹


oleObject21.bin

image21.wmf
x,y0

¹


oleObject22.bin

image22.wmf
2

2

1x12x

y

y2xx1

+

+=+

+


oleObject23.bin

image23.wmf
2

2

x12x

y10

2xy(x1)

éù

+

æö

--=

êú

ç÷

+

èø

ëû


oleObject24.bin

image24.wmf
2

x1

y

2x

+

=


oleObject25.bin

image25.wmf
2

x1

+


oleObject26.bin

image26.wmf
2

2x

10

y(x1)

-=

+


oleObject27.bin

image27.wmf
2

2x

y

x1

=

+


oleObject28.bin

image28.wmf
2

2x2x

01

x12x

<£=

+


oleObject29.bin

image29.wmf
0y1

<£


oleObject30.bin

image30.wmf
2

2x

1

x1

=

+


oleObject31.bin

image31.wmf
2

(x1)0

-=


oleObject32.bin

image1.wmf
x2(x1)(x6)2x122x6

+++++=++


image32.wmf
2242

2x(x1)(y1)y(x6x1)

++=++


oleObject33.bin

image33.wmf
42

y(x6x1)

++


oleObject34.bin

image34.wmf
42

(x6x1,x)1

++=


oleObject35.bin

image35.wmf
22242

2(x1)(kx1)k(x6x1)

++=++


oleObject36.bin

image36.wmf
x2,k2

³³


oleObject37.bin

oleObject1.bin

image37.wmf
222222224242

2(x1)(kx1)2kx(x1)4kx(x1)k(4x4x)k(x6x1)

++>+³+=+>++


oleObject38.bin

oleObject39.bin

image38.wmf
222

222

333

222

22

222222

333333

2

abc

2a2b2c

M

a2abb2bcc2ca

abcabc

4

2a2b2c2a2b2c

M

(abc)9

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

---

èøèøèø

=++

+++

æöæö

++++

ç÷ç÷

ç÷ç÷

------

èøèø

³=

++


oleObject40.bin

image39.wmf
3

0x

2

<<


oleObject41.bin

image40.wmf
2

3

33

2

3

3

2

3333

xx1x13x

..

11

2x

4114

x(2x)

x(2x)

x...(2x)

22

22

3x3x344

...xx

(x1)(2x)9

44434

x12x

2

==³

-

æö

-

++-

-

ç÷

èø

=³==

+-

++-

æö

ç÷

èø


oleObject42.bin

image41.wmf
222

333

3

3

abc4

(abc)2

2a2b2c

34

++³++=

---


image2.wmf
22

2

x6y7xyx6y21

21(225y5xyx4y)27(x6y)

++++=

ì

í

--+-=+

î


oleObject43.bin

image42.wmf
(

)

2

3

3

42

44

M

99

³=


oleObject44.bin

image43.wmf
1

2

=


oleObject45.bin

image44.wmf
3

44

M

9

=


oleObject46.bin

image45.wmf
3

44

9


oleObject47.bin

image46.wmf
333

3

22

2

3

33

3

a3a43a412a4

(2a)(4a1)(2a)(4a1)(42a)(42a)

32a.2a.1(2a)

27.12a44a4

(4a142a42a)9

=³=

-+-+--

-

³=

++-+-


